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1 Introduction. 



Pour expliquer les motivations de cette série de six exposés, nous décrivons 
brièvement un théorème de Nesterenko dans [19] (voir le texte |5] de Bosser 
dans ce volume). 

Posons q = e 2mr avec r un nombre complexe de partie imaginaire positive 
(où i désigne le nombre complexe \/— 1), soient E 2 (q) , E±(q) , E 6 (q) les séries 
d'Eisenstein usuelles, de poids 2,4,6 respectivement. 

Théorème 1 Si q ^ alors le sous-corps de C engendré par q, E 2 (q), E^q), 
E 6 (q) a un degré de transcendance sur Q au moins 3. 

La preuve de Nesterenko s'appuye sur la propriété suivante des séries 

E 2 , E4, Eq. L'opérateur de dérivation D = q— fait de l'anneau Q[E 2 , £4, E 6 ] 

dq 

un anneau différentiel. Plus en particulier, nous avons : 



La forme E 2 {e 2 ' K1T ) ) quasi-modulaire de poids 2, contient donc toutes les 
informations qui permettent d'accéder à une preuve du théorème. 

Dans ces exposés, nous voulons faire une introduction à des problèmes 
analogues, mais en deux ou plusieurs variables complexes. 

1.1 Motivation et structure de ce texte. 

Nous commençons par décrire les groupes modulaires de Hilbert et leur 
action sur les produits de copies de demi-plans supérieurs complexes. Nous 




(1) 



On remarque que : 



Q[E 2 ,E 4 ,E 6 ] 



Q[E 2 ,DE 2 ,D 2 E 2 }. 



(2) 
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faisons ensuite une courte introduction aux formes modulaires de Hilbert, 
qui sont des formes modulaires de plusieurs variables complexes, associées à 
des corps de nombres totalement réels : le nombre de variables est égal au 
degré du corps. Nous construisons des formes modulaires de Hilbert : des 
séries d'Eisenstein, et des séries thêta. 

Nous regardons ensuite les zéros de certaines formes modulaires de Hilbert, 
par analogie avec le discriminant elliptique A = (Ef — £g)/1728 (de Jacobi), 
qui est sans zéros pour |ç| < 1. La fonction E 2 est égale à la dérivée logarith- 
mique DA/A. Grâce à (J2J), ceci permet de retrouver le système (JTJ). 

En deux ou plusieurs variables, nous observons qu'il n'existe pas de forme 
modulaire de Hilbert sans zéros dans son domaine de définition, ce qui cons- 
titue une difficulté dans la construction d'une généralisation du système JT}. 

De plus, en deux ou plusieurs variables, il existe une division importante 
entre formes modulaires dites de poids parallèle et celles dites de poids non 
parallèle, qui n'existe pas en une variable complexe. 

Il s'avère que des généralisations partielles de la forme modulaire A de 
Jacobi en plusieurs variables existent. Nous donnons un exemple explicite en 
deux variables complexes : la forme modulaire ainsi construite permettra de 
calculer explicitement un certain anneau de formes modulaires de Hilbert de 
deux variables complexes. 

En général, les structures d'anneaux (gradués) des formes modulaires 
de Hilbert de poids parallèle peuvent être déterminées de plusieurs façons. 
La méthode la plus ancienne consiste à étudier des séries d'Eisenstein de 
petit poids (le plus souvent de poids (1, . . . , 1)), pour des sous-groupes de 
congruence, tordues par des caractères de Dirichlet, ou des séries thêtas : c'est 
la méthode introduite par Hecke, avec des contributions de Kloosterman, 
Gotzky, Gundlach, Maass, Resnikoff. Les théorèmes de structure les plus 
précis concernent uniquement le cas des formes modulaires de Hilbert de 
deux variables complexes. 

Cette méthode a été remplacée ou complétée dans plusieurs cas par l'util- 
isation de la géométrie des surfaces lorsque Hirzebruch a découvert comment 
construire explicitement un modèle désingularisé de compactifications de sur- 
faces modulaires de Hilbert. On a alors pu utiliser la théorie de l'intersection 
dans les surfaces, et déterminer explicitement des bases d'espaces vectoriels 
de formes modulaires (i.e. sections de faisceaux inversibles). Le livre jH] con- 
tient les fondations de cette technique. 

Dans ces exposés nous proposons une méthode encore différente, qui con- 
siste à exploiter les propriétés différentielles des formes modulaires (Jacobi, 



3 



Rankin, Resnikoff). En étudiant ces propriétés, nous décrivons complètement 
la structure de l'anneau des formes modulaires de Hilbert de poids parallèle, 
associées au corps Q(\/5). Après avoir construit deux formes modulaires 
y?2,X5 (de poids (2,2) et (5,5)), nous montrons que l'anneau des formes 
modulaires de Hilbert de poids parallèle 

T(r) = 0M ri (r) 

pour le corps Q(v5) est un anneau de type fini, dont on peut déterminer ex- 
plicitement la structure, et est engendré par les images de (p 2 , Xs P ar certains 
opérateurs différentiels que nous décrirons. 

Par contre, nous montrons que l'anneau des formes modulaires de Hilbert 
(de poids quelconque) associé à un corps quadratique réel K quelconque 

av) = M,(r) 

r£N 2 

n'est pas un anneau de type fini, et ne peut même pas être engendré par les 
images d'un ensemble fini de formes modulaires, par des opérateurs différen- 
tiels. 

Suivant Resnikoff, nous étudions le corps différentiel engendré par les 
dérivées partielles d'une seule forme modulaire de Hilbert. Dans le cas de 
K = Q(v / 5), on verra que l'anneau engendré par toutes les dérivées partielles 
de la forme modulaire (p2 est contenu dans un anneau de type fini, que l'on 
décrira explicitement. 

1.2 Prélude : le cas elliptique. 

Une forme modulaire elliptique est par définition une forme modulaire 
pour le groupe SL 2 (Z) (cf. [É] P- 135 ou PU). 

Proposition 1 Soit F une forme modulaire elliptique non constante de poids 
f. Alors : 

1. La fonction fF(d 2 F/dz 2 ) — (/ + \){dF / dz) 2 est une forme modulaire 
de poids 2f + 4. 

2. Les fonctions F, (dF/dz), (d 2 F/dz 2 ), (d 3 F/dz 3 ) sont algébriquement dé- 
pendantes sur C. 
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3. Les fonctions F, (dF/dz), (d 2 F/dz 2 ) sont algébriquement indépendantes 



sur Q(e 27ri2 l 



Ceci est la proposition 1.1 p. 2 de (Tïïj : ce résultat est dû à Mahler, mais 
s'appuie fortement sur des contributions de Hurwitz et Rankin. L'opérateur 

est une spécialisation des crochets de Rankin-Cohen ainsi définis. Pour deux 
formes modulaires F, G de poids respectifs /, g : 

^. ).=-^ F ÉM)f::; 1 )(' + r 1 )w 

où F^ désigne la dérivée r-ième de F par rapport à la variable complexe z. 
La forme modulaire [F, G] 2n est de poids / + g + 2n si elle est non nulle. Par 
exemple, on a : 

[f, f) 2 = (/ + mmr (fF^ -(/ + i) fê) 2 



dz 2 \dz ) 



Les crochets de Rankin-Cohen sont étudiés en détail dans jT8] et 

Il existe des rélations liant ces crochets, lorsqu'ils sont appliqués à une 
même forme modulaire. En voici un exemple : 

^ F - F ^=(Muh mF] >- 

D'autres exemples peuvent être construits avec la remarque du paragraphe 
IO 

Le plus simple des crochets est le crochet de Rankin 

Ce crochet est antisymétrique ( 1 ), et il peut être utilisé pour déterminer la 
structure d'anneau gradué de toutes les formes modulaires elliptiques : cet an- 
neau est isomorphe à l'anneau de polynômes C[X , Xi], en deux indéterminées 
X , Xi. 

1 Plus généralement, les crochets [•, -]2n+i sont antisymétriques, et les crochets [•, -}2n 
sont symétriques. 
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On commence par une série d'Eisenstein 

1 



Et{z) = Y. 



(mz + n) 4 ' 

(m,n)#(0,0) v ' 

qui est une forme modulaire elliptique non nulle de poids 4. La proposition 
[TJpoints 1, 2, et le fait que l'opérateur différentiel F i— > [F, F] 2 est d'ordre 2, 
implique que A* = [El, El] 2 est une forme modulaire non nulle de poids 12. 
De plus, El, A* sont algébriquement indépendantes. 

En utilisant le système (JJJ, on trouve DA* = E 2 A*. Ainsi, A*(e 2mz ) 
ne s'annule pas dans 7i = {z G C tel que Q(z) > 0} (on peut également 
appliquer la formule p. 143 de [23] (voir aussi [T5]). 

On calcule ensuite [El, A*]i. On voit facilement que cette forme modulaire 
est non nulle : en effet, si cette forme était nulle on aurait l'existence d'une 
constante c G C x et d'entiers x, y non nuls, avec E± x = cA* y . Or, El est non 
parabolique, et A* est parabolique : donc [El, A*]\ ^ 0. 

La forme modulaire [El, A*]i est parabolique de poids 18. Ceci veut dire 
que la fonction E§ := [El, A*]i/ A* est une forme modulaire non nulle de 
poids 6, car A*(e 2mz ) ne s'annule pas dans 7i. Nous devons maintenant prou- 
ver que El, El sont algébriquement indépendantes, mais ceci ne découle pas 
de la proposition [TJ 

Pour ceci, on note qu'il existe une combinaison linéaire XEl 3 + f^Eg 2 
qui est une forme parabolique. C'est donc un multiple cA*. Si cette combi- 
naison linéaire n'est pas triviale, la constante de proportionnalité c est non 
nulle et El,E$ sont algébriquement indépendantes car El et A* le sont, par 
la proposition [TJ On doit calculer quelques coefficients de Fourier. On note 
c 4 , c 6 , C12 des nombres complexes non nuls tels que les séries de Fourier de 
E A (q) = Ci El(z),E 6 (q) = c 6 E*(z),A(q) = c 12 A*(z) (avec q = e 2wiz ) soient 
telles que le coefficient du terme de plus petit degré en q soit égal à 1. On a 
donc : 

E A = l + 240ç + --- 
A = ç+--- 

A~ l [E±, A]i = (4(l + ...)(ç + ---)-12(g+---)(240ç + ...))/(g + --0 

= 4(1 -504g + •••), 
d'où Eq = 1 — 504g + • ■ ■ . On calcule : 

[£ 4 ,£ 6 ]i = 4(l + ---)(-504g+---)-6(l + ---)(240g + ---) 

= -2 • 1728A. 
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Ceci implique qu'il n'existe pas de relation E% = XE™ avec À G C, n, m G Z, 
et la constante de proportionnalité c est non nulle : donc les formes modulaires 
E4, Eq sont algébriquement indépendantes (naturellement, on peut aussi voir 
ceci en calculant quelques autres coefficients de Fourier, mais notre souci sera 
par la suite de généraliser cette démonstration). 

On montre maintenant que toute forme modulaire F s'écrit de manière 
unique comme polynôme isobare ( 2 ) de C[-E 4 , E 6 ] : on fait une récurrence sur 
le poids k de F. Si F est parabolique, F/ A est une forme modulaire de poids 
k — 12. Si F n'est pas parabolique et est de poids k > 4 alors il existe un 
polynôme isobare P G C[E±, Es] de même poids que F, tel que F — P soit 
une forme parabolique, et on se ramène au cas précédent. 

Il reste à traiter le cas où F est de poids ou 2. Si F est de poids 0, 
alors F est une constante (cf. p. 143). Si F a poids 2 et est non nulle, 
alors elle ne peut pas être une forme parabolique (il n'existe pas de formes 
modulaires de poids négatif : cf. p. 143). Il faut de plus que F 2 = X1E4 
et F 3 = X2EQ, avec AiA 2 7^ (car sinon, on trouve des formes modulaires 
de poids négatif qui doivent être nulles), mais ceci entraîne une relation de 
dépendance algébrique entre £4 et E 6 , qui ne peut pas exister : il n'existe 
pas de forme modulaire non nulle de poids 2. 

Les autres détails que nous avons omis dans cette démonstration, peuvent 
être facilement trouvés par le lecteur. Nous avons commencé ce raisonnement 
avec la série d'Eisenstein E\ : on peut voir qu'on peut commencer également 
avec ou A*. 

Dans la suite, nous voulons généraliser ces arguments aux formes modu- 
laires de Hilbert. 

2 Groupes modulaires de Hilbert. 

Nous faisons ici une courte introduction aux groupes modulaires de Hilbert. 
Le groupe Bih(7i n ) des automorphismes biholomorphes de 7i n est l'extension 
de sa composante neutre Bih (7i") par le groupe fini des permutations des 
coordonnées Zj. D'autre part, Bih (7i n ) est le produit direct de n copies de 
Bih(H 1 ) ^PSL 2 (M) : 

1 -> PSL 2 (R) n -> Bih(?T) -> & n -> 1, 

2 Un polynôme isobare est un polynôme en des formes modulaires qui est une forme 
modulaire. 
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où & n désigne le groupe symétrique agissant sur un ensemble fini à n éléments. 
Le groupe Bïh (H n ) agit sur H n de la manière suivante. Posons z — (zi, . . . , 
z n ), soit 7 eBih (H n ) : 

_ ( ( ai h \ fa n b n 
\\c 1 d l )'"''\c n d r , 

Alors : 

<-> e ffih »<«") >< «" " ^ == g*±£, .... ^±£) , «" 

Soit K un corps totalement réel de degré n, d'anneau d'entiers Ok- Nous 
avons n plongements : 

ai : K ->• R. 

Posons S = (0^)1=1,...^. Le groupe modulaire de Hilbert (associé à 0#) est le 
sous-groupe Yk = SL 2 (Ok) de SL 2 (i^) : 

Y K = \ ( J avec a, 0, c, d G Ok et ad — 6c = 1 

Le groupe se plonge dans SL 2 (M)™ par le biais du plongement S. Si 
n = 1, on retrouve le groupe modulaire SL 2 (Z) usuel. Si n = 2, nous noterons 
<7i(/x) = et 02 (/i) = fi'. 

Si 21 est un idéal non nul de Ok, le noyau Tk(%L) de l'homomorphisme 
— > SL 2 ((9x/2l) est un sous-groupe normal d'indice fini de Tk- On l'ap- 
pelle parfois sous-groupe de congruence principal associé à 21. 

Dans toute la suite, lorsque le corps de nombres K sera clairement déter- 
miné, nous écrirons T = T K et r(2l) = r A -(2l). 



2.1 Propriétés de base. 

Comme dans le cas n — 1, l'action de T (ou de r(2l)) possède des bonnes 
propriétés topologiques, que nous ne vérifions pas ici (voir [7j, chapitre 1). 

On montre ainsi que T agit proprement sur 7i n (c'est-à-dire que si A est 
un compact de TC n , alors j(A) H A 7^ pour au plus une finitude de 7 G T). 

Pour montrer cette propriété, on utilise le fait que Y est discret dans 
SL 2 (M) n ( 3 ), ce qui est garanti par le fait que Ok est à son tour discret dans 

3 Un sous-ensemble E C M. N est discret si pour tout compact U de R , U H E est fini. 
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]R n via le plongement S (voir [7] proposition 1.2 p. 7 et proposition 2.1 p. 
21). 



Exemple pour n = 2. Si K = Q(y5), le groupe Tx est engendré par les 
trois matrices : 

avec e = 1+^, qui satisfont 

[T 1 = TUT, S' 1 = TSTST. (3) 

Pour vérifier ceci, on remarque tout d'abord que Ok = Z[e], et donc que le 
/* *\ 

sous-groupe C T est engendré par S, U. 

VO*/ 

Soit ( ^ J G T, avec 7 7^ 0. Pour tout z/ G 



7 6 



a P\ ( av — (3 a\ (lu 



jSJ — ô 7/ \01 



Nous pouvons choisir v avec |n(7^ — ô)\ < |n( , y) | , où n(7) désigne la norme 
absolue de 7, et appliquer une hypothèse de récurrence sur l'entier |n(7)| 
(voir [9 pp. 414-416). 

Notation. Dans ces exposés, nous faisons jouer à K = Q(v5) un rôle parti- 
culier. Dans ce cas, et uniquement dans ce cas, nous écrirons T = SL 2 (Cic)- 

Soit Q un sous-groupe discret de SL 2 (R) n . L'action de Q s'étend de 
manière naturelle en une action sur TC , où 

W:= WUPiQR). 

Définition. On dit que Q a une pointe en 00 := (ioo, . . . , ioo) G TC si Q 
contient un sous-groupe : 

n °° = { (( o 1 «r 1 ) ' • • • ' ( a o a-)) avec a < e M>0 et Vi e ] 

ayant la propriété que l'ensemble {(ui, . . . ,u n )} C M. n est un réseau, et 
l'ensemble {(«i, . . . , a n )} C M> est un sous-groupe multiplicatif libre de 
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rang n — 1 sur Z. Par exemple, oo G H est une pointe de fi = SL 2 (Z), et 
fioo est le groupe cyclique engendré par toutes les puissances de la matrice 
11' 



01. 

Soit a G 7i". On dit que Q a une pointe en a s'il existe un élément 
A G SL 2 (IR) n tel que A(a) = oo et tel que le groupe A ■ il ■ A^ 1 a une pointe 
en oo. 

Le sous-groupe fioo s'appelle le stabilisateur de oo. Pour K corps de nom- 
bres totalement réel de degré n, est isomorphe à un produit semi-direct 
de Ok — Z n par {O k ) 2 = Ti n ~ l : oo est toujours une pointe des groupes 
modulaires de Hilbert T. Par exemple, Le groupe est engendré par S, U . 

On peut étendre ces définitions à un quelconque sous-groupe de Y d'indice 
fini, par exemple r(2l), pour un idéal non nul 21 de Ok- Plus l'indice est grand, 
plus on trouve dans H un grand nombre de pointes non équivalentes modulo 
l'action de r(2l). Par un calcul élémentaire, on voit que les pointes de T se 
situent dans Pi(R). 

Le groupe T peut posséder plusieurs pointes non équivalentes. 

Lemme 1 L'ensemble des classes d'équivalence des pointes deTT sous l'ac- 
tion de T est en bijection avec les classes d'idéaux modulo les idéaux princi- 
paux de K. 

Démonstration. Tout d'abord, montrons que les éléments de Fi(K) sont 
des pointes. 

Nous avons déjà vu que oo est une pointe. Soit a G K = ¥i(K) — {oo} 
et considérons 

On a A(a) = oo, donc le groupe : 

A -Y- A' 1 

possède une pointe en oo, et T a une pointe en a. Nous venons de montrer 
que Pi(iT) C {pointes}. 

Réciproquement, soit p = (pi, . . . ,p n ) G Pi(R) une pointe. Par définition 
il existe une matrice P de SL 2 (M) telle que P{p) = oo et telle que le groupe 
P ■ T • P -1 contient un groupe de translations isomorphe à Ok- Toutes ces 
translations sont des éléments paraboliques, i.e. de trace réduite ±2. Soit 
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t 7^ ( o 1 / Une ^ e C6S translations. ^ n YeT ^ n de la condition sur la trace, les 
équations : 

(Ji{t)(pi) = pi pour i = l...,n 

ont une unique solution p, et de plus, p G donc ¥i(K) D {pointes}. 

Le fait que Fi(K)/T soit en bijection avec le groupe des classes d'idéaux 
de K est bien connu et se voit en sachant que tout idéal fractionnaire non 
principal X de A' est engendré par deux éléments a,b G K distincts. 



2.2 Une description de X?. 

Un ensemble fondamental E C Ti. 2 pour T est un sous-ensemble tel que 
pour tout z G Ti 2 il existe 7 G T avec 7(2) G E. 

Un domaine fondamental D C 7i 2 pour T est un ensemble fondamental 
mesurable pour la mesure de Lebesgue, tel que le sous-ensemble dont les 

éléments sont les z G D tels que 7(2) E D pour quelques 7 G T — 

ait une mesure nulle. 

Le groupe Y étant discret, tout ensemble fondamental qui est mesurable 
contient un domaine fondamental (voir [7j). 

1. L'espace Xr : = (H n U Fi(K))/T, muni d'une certaine topologie naturelle 
engendrée par des systèmes de voisinages de points de TC n et de pointes, est 
compact. Nous ne ne donnerons pas de démonstration générale de ce fait, 
pour laquelle nous renvoyons à [7j, chapitre 1, ou à [S], chapitre 1. Dans 
le paragraphe 15.11 nous construirons explicitement un domaine fondamen- 
tal dans le cas K = Q(v / 5), et cette propriété de compacité peut être vue 
facilement à partir de cette construction. 

2. En général, l'espace X? possède des singularités. Ces singularités ont leur 
support dans l'ensemble des pointes et des points elliptiques (points fixes de 
transformations d'ordre fini). Voici un exemple explicite de point elliptique 
dans le cas K = Q(v / 5) : le point Ç := (Cs, Cl) e avec ( 5 = e 27Ti/5 . 

Ce point est un point elliptique d'ordre 5 pour T, car la matrice (f> = 
f- e' -1\ 

\ 1 / ' ^ 6S ^ ^ ,orc ^ re ^' sa ti s f a h 0(C) — C 

3. Si n > 1, toutes les pointes déterminent des singularités. Une démonstra- 
tion homologique de ce fait se trouve dans [7] p. 30. Les points elliptiques 
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déterminent parfois des singularités : on peut démontrer que l'orbite du point 
( défini ci-dessus est un point régulier dans Xy. 

Pour simplifier l'exposition, nous supposons dorénavant que l'anneau des 
entiers de K est principal. C'est le cas si K = Q ou K = Q( v / 5). 



3 Formes et fonctions modulaires de Hilbert. 

Il existe des formes modulaires pour SL 2 (Z) sans zéros dans 7i : la forme 
A en est un exemple. Nous introduisons ici les formes modulaires de Hilbert 
associées à un corps de nombres totalement réel de degré n, et nous faisons 
une étude analytique : il en résultera qu'il n'existe pas de forme modulaire 
de Hilbert sans zéros dans 7ï n . 

Fixons un corps totalement réel K. Soit fl un sous-groupe d'indice fini de 
T := SL 2 (Ok) (dans la plupart des exemples, fl est un sous-groupe de con- 
gruence principal), soit £ : Q — > C x un caractère. Nous définissons les formes 
modulaires de Hilbert pour Q avec caractère, de deux manières différentes, 
suivant que K = Q ou K ^ Q. 

Si K = Q, une forme modulaire de Hilbert f de poids n G Z pour Q avec 
caractère £ est par définition une forme modulaire pour le groupe Q C SL 2 (Z) 
de poids n, avec caractère £. En particulier, toute forme modulaire de Hilbert 
pour K = Q est holomorphe aux pointes de fl. 

Définition. Si K ^ Q, une forme modulaire de Hilbert de poids r— (ri, . . . , 
r n ) G Z n avec caractère £ pour Q est une fonction holomorphe / : 7i n — > C 
satisfaisant : 

n 

/(7G0) = £(7) Ilfo(c)* + ^(d)r/(2), (4) 

i=l 

pour tous z = (zx, . . . , Zn) et 7 = ( ] G H. 



c d / 

Si £ = 1, on parle plus simplement de formes modulaires de Hilbert (sans 
mentionner « avec caractère trivial »). 

Définition. Une fonction modulaire de Hilbert de poids r = (rx, . . . , r n ) G Z n 
pour f2 est une fonction méromorphe f : 7Y n — > C satisfaisant (@J) pour tous 

z = (zi, . . . ,z n ) et 7 = f^j e fi, avec f = 1. 
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3.1 Fonctions régulières aux pointes. 

Notons t : K — > Q la trace de K sur Q. Pour simplifier les notations, nous 
étendons cette fonction de la manière suivante. Si z = (zi, . . . , z n ) G C n , nous 
écrivons t(z) = zi + - ■ -+z n ; ainsi par exemple, si v G K, nous écrivons t(yz) 
plutôt que <j\{y)z\ + ■ ■ • + o n {y)z n . 

Les conditions analytiques imposées dans la définition d'une forme mo- 
dulaire de Hilbert pour K ^ Q sont plus faibles que pour K = Q. On 
ne demande pas que les formes modulaires de Hilbert soient holomorphes à 
l'infini. Nous expliquons ici ce phénomène. 

Soit K un corps de nombres totalement réel, de degré n > 1. Le théorème 
des unités de Dirichlet implique : 

e>* = z"- 1 x — . 

K TL 

Soitç= (c 2 ,...,c n ) G Z n_1 . 

Définition. Soit M un Z-module complet de soit V un sous-groupe 
d'indice fini de O^- tel que r\M = M pour tout 77 G V. L'espace vectoriel 
Aç(V, M) des fonctions régulières de poids ç au voisinage de 00 est constitué 
des séries de Fourier à coefficients complexes, absolument convergentes dans 
un sous-ensemble non vide de 7ï n : 

fis) '■= ^2 d l/ exp{27rit(zy)}, (5) 

i/SM* 

où M* désigne le dual de M pour la trace t, avec la condition que 



due = d u Y\_o-i(e] 



Ci 



i=2 

pour tout e G V 2 et v G M*. 

Si / G Aç{V, M) a la série de Fourier (jSJ), alors d u 7^ implique <Ji{v) > 
pour tout % — 1, . . . , n, d'où le fait que / converge au voisinage de la pointe 
00. La vérification est laissée en exercice : il faut utiliser l'existence d'unités 
e G avec 

(7i (e) > 1, < <7 2 (e) < 1, . . . , < a n (e) < 1, 
et l'hypothèse de convergence. On en déduit le principe de Koecher-Gotzky : 
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Lemme 2 Les séries qui sont dans A C (V, M) ont leur ensemble d'indices 
dans M* K ^ + U {0} ; avec : 

M k,+ = i u G M *k avec o-i(u) > 0,i = 1, . . . ,n}. 
De plus, si do ^ dans (GJ) ; alors c = 0. 

Exemple. Pour K = Q( v / 5), M = O k ,V = 0%, l'ensemble Aq(V, M) est 
l'anneau des fonctions / analytiques sur 7i n , bornées au voisinage de oo, 
satisfaisant : 

f(S(z)) = f(z) et f(U(z)) = f(z). 

Pour K 7^ Q, toute forme modulaire de Hilbert / de poids (r 1; . . . ,r n ) 
pour Q appartient à Aç(V, M) pour certains V, M, avec c = (r 2 — r 1; . . . , r n — 
ri). On voit que 

f(z) = d u exp{27rit(z/^)}, 

car / est invariante par les translations de Ok- Puis on applique le principe 
de Koecher pour vérifier que l'ensemble des indices a son support dans 0* K + U 
{0}. 

Soit a G K ; on considère une matrice A G SL^iO telle que A(a) = oo, 

on pose A = ) . Par exemple ; 

x/ 

convient. La fonction : 

ri 

«=1 

est une forme modulaire de poids r pour le groupe A ■ Q ■ A" 1 . Ce groupe 
a une pointe en oo, et /\a G .Âç(V", M) pour V C (9^- et M un Z-module 
complet de K, que l'on peut expliciter en calculant le stabilisateur de oo dans 
A ■ Q ■ A^ 1 : donc / est régulière en toute pointe. En particulier : 

Î\a{z)= d v (A)exp{torit(vz)}. 

i/6M*U{0} 
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Exemples d'autres fonctions régulières. Nous ajoutons un appendice à ce 
paragraphe, bien qu'il n'y ait pas un lien direct avec les formes modulaires de 
Hilbert. On appelle série géométrique de Hecke, la série : 

9kU) := J2 exp{t(i/i)} G Aq(V,M), 

avec V = 0* et M = O k . 

Les propriétés asymptotiques de cette série ont été étudiées par Hecke dans 
[T2] . Hecke a aussi étudié la série : 

b K {z):= exp{t(€2)}€^o(V,M). 

Si K ^ Q, ces séries sont transcendantes sur Q(exp x (zi, . . . , z n )), pour toute fonc- 
tion exponentielle exp^ : C n — ► GJ^(C) ayant ses périodes dans Y,(Ok) C C n . 
Si K = Q alors gx,bx sont algébriques sur Q(e 2?nz ). On peut montrer que 
gx, bx ne sont pas des formes modulaires de Hilbert. Ces séries ont des propriétés 
arithmétiques très intéressantes, liées à la théorie de Mahler d'équations fonction- 
nelles associées à certaines transformations monomiales. 

3.2 Propriétés de base des formes modulaires de Hil- 
bert. 

Définition (poids parallèle). Soit K un corps de nombres totalement réel 
de degré n. Nous dirons qu'une forme modulaire de Hilbert associée à K est 
de poids parallèle r G Z, si son poids est (r, . . . , r) G Z n . 

Définition (formes paraboliques). Une forme parabolique pour Q est une 
forme modulaire de Hilbert / : H n — > C pour le groupe Q telle que, pour 
tout a G Fi(K) et tout A G SL 2 (i^) avec A (a) = oo, on ait 

Î\a(z) = d v (A)esxp{2irit(vz)}, 
s/eÂr*u{o} 

avec d (A) = 0. 

Pour r G Z n , nous notons M L (Q) et S r (fi) respectivement les espaces 
vectoriels de formes modulaires de poids r pour f2, et des formes paraboliques 
pour Q de poids r. 
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Lemme 3 Soitr = (r u ...,r n ) G Z n . Sir^ Yr n < 0, alors M^Vt) = {0}. 

Si ri + • • • + r n = 0, alors M,, (fi) C C. En particulier, Mo (fi) = C. 

Démonstration. Nous donnons à la fin une deuxième preuve de l'égalité 
Mp_(fi) = C, mais commençons avec une remarque importante. 

Le groupe SL 2 (Z) se plonge dans tout groupe modulaire de Hilbert F : 
par exemple, son image dans T est engendrée par S, T. Il existe donc un lien 
entre les formes modulaires de Hilbert et les formes modulaires elliptiques 
(formes modulaires de Hilbert pour K — Q) : soit 

E n = {(z,..., z ) en n } = n, 

soit / une forme modulaire de poids r = (r 1; . . . , r n ) pour T. Alors la restric- 
tion g = f\s n est une forme modulaire elliptique de poids r\ + ■ • • + r n . 

Soient / G M £ (fi) et B G SL 2 (K). La restriction f\ B (z,...,z) est une 
forme modulaire de poids r\ + ■ • ■ + r n , pour un sous-groupe d'indice fini de 
SL 2 (Z). Comme la réunion des images de S n par les éléments B G SL 2 (K) 
est dense dans TC n , si / est non nulle, on peut choisir B telle que /|s(^, . . . , z) 
soit non nulle. Pour cela, il faut que r\ + • ■ ■ + r n > 0. 

Supposons maintenant que r% + • • ■ + r n = 0. Pour tout B G SL 2 (i^) 
la forme modulaire f\ B (z,...,z) est constante, et ceci implique / constante, 
car dans ce cas, / est une fonction analytique dans H n telle que sur un 
sous-ensemble dense de Ti, n , il existe n dérivées directionnelles linéairement 
indépendantes annulant /. En particulier, Mp_(fi) = C. 

Voici maintenant une deuxième démonstration de ce dernier fait : pour 
simplifier, nous supposons que fi a la seule classe d'équivalence de pointe oo. 
Soit / G Mo(fi) : Si / n'est pas une forme parabolique, alors 

/-/(oo) 

est une forme parabolique. 

D'après le lemme |2l / peut être prolongée analytiquement en oo, et en 
appliquant des transformations de SL 2 (fT), par continuité en tout élément 
dePi(A-) : f(¥ 1 (K)) = 0. 

La compacité de Xq implique que la fonction continue |/| est bornée sur 
Xq, et le maximum de |/| est atteint dans 7i n . Le principe du maximum 
pour les fonctions analytiques de plusieurs variables complexes implique que 
/ = 0. Dans tous les cas / est constante. 

Lemme 4 Supposons que n > 2. Si r = (ri, . . . ,r n ) est tel que r\ = et il 
existe un indice i avec ri ^ 0, alors M £ (fi) = {0}. 



16 



Démonstration. Soit / une forme modulaire de Hilbert de poids r, comme 
dans l'énoncé. D'après le lemme 121 / est une forme parabolique. 

Comme dans la preuve du lemme El / se prolonge par continuité sur 
Fi(K) : f(Fx(K)) = 0. La fonction 

g{à = \f{à\yl^---y r n=\f{z)\y?---y r n 

est continue, f2-invariante, et se prolonge en fonction continue sur Xq, nulle 
aux pointes. 

Soit ( G 7i n un élément tel que maxg = g(Ç). La fonction 

zi ^ f(z)y r 2 ''■■■y r n 

est analytique sur H, et d'après le principe du maximum, la fonction : 
est constante. 

On vérifie que les seules fonctions g G Aç(V, M) telles que dg/dzi = 
sont les fonctions constantes si ç = 0, et les fonctions nulles si c ^ (utiliser 
le fait que la projection de S(C^) C M. n sur un facteur quelconque M n_1 est 
dense). Ici, ç = (r 2 , . . . , r n ) est non nul, donc / est nulle. 

Lemme 5 Si r = (r 1; . . . , r n ) est tel que r\ < 0, alors M L (Q) = {0}. 

Démonstration. Dans le paragraphe^ nous construirons pour tout r G Z>i 
une forme modulaire de Hilbert non nulle de poids r2 (une série d'Eisenstein). 
Soit / G Mr(Q) de poids non parallèle r — (ri, . . . , r n ), et supposons que r\ < 
0. Soit E une forme modulaire de Hilbert de poids 2 non nulle. Un certain 
produit f a E b , pour a, b entiers positifs non nuls, est une forme modulaire de 
poids (0, *). Le lemme |U implique que f a E b = 0, et / = 0. Si / est de poids 
parallèle, ce raisonnement implique seulement que / est une constante. Mais 
Yl,i r i — nr i < 0, et le lemme El implique que / = 0. 

Nous notons F L (Çl) l'espace vectoriel des fonctions modulaires / : 7i n — > C 
de poids r, et F(fl) = Fq(Q) le corps des fonctions modulaires de poids r = 0. 
Voici une autre conséquence du principe de Koecher. 

Lemme 6 Si K ^ Q, il n'existe pas de fonction modulaire non constante 
dans F(Q), sans pôles ou sans zéros dans 7i n . 
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Démonstration. Supposons que / G F (Q) soit sans pôles. Alors / est 
holomorphe dans 7i n , d'après le lemme 121 donc / est une forme modulaire de 
poids 0, qui est constante. Si / est sans zéros, alors f~ l est sans pôles, donc 
holomorphe. 

Pour K = Q, cette propriété est fausse car la fonction modulaire j est 
holomorphe dans T~C. Nous pouvons étendre ceci aux formes modulaires. 

Lemme 7 Si K ^ Q, il n'existe pas de formes modulaires non constantes 
dans Mr(f2), sans zéros dans H n . 

Démonstration. Soit / une forme modulaire de poids r, non constante et 
sans zéros dans 7i n . Quitte à se ramener à une puissance entière convenable 
de /, on peut supposer que r e (2N>o) n . 
Nous verrons plus loin que : 

lim dimcM mr (f2) = oc. 

Si m est assez grand, il existe une forme modulaire de Hilbert G, de poids 
mr, telle que F m , G soient C-linéairement indépendantes. 

Donc G/F m est une fonction modulaire de poids 0, non constante, et sans 
pôles : une contradiction. 

Une autre manière de procéder est d'appliquer les opérateurs « slash » 
(composition de formes modulaires avec des transformations de 7i 2 associées 
à des matrices de GL 2 (i^) : voir p. 251 de Zagier La propriété du lemme 
[7| est fausse pour K = Q, car la forme parabolique A de Jacobi ne s'annule 
pas dans 7i. 

4 Exemples de formes modulaires de Hilbert. 

Les techniques qui permettent de construire des formes modulaires de 
Hilbert, et les opérations qui permettent de construire des nouvelles formes 
modulaires à partir de certaines formes modulaires données, sont peu nom- 
breuses mais puissantes. 

4.1 Séries d'Eisenstein. 

Soit 21 un idéal non nul de 0%, soit r un entier rationnel > 1, soit s un 
nombre complexe de partie réelle > 2— r. Notons S un sous-ensemble maximal 
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de 21 x 21 ne contenant pas (0, 0), avec la propriété que si (mi, li), (m 2 , Z 2 ) £ 
5 sont deux éléments distincts, alors pour toute unité 77 de K totalement 
positive, on a 77777,1 7^ m 2 et 77/1 7^ I2 ■ La série : 



E r ^(z,s):= ^ Y[(<?i(iTi)z i + ai(l)) r \((Ji(m)zi + <Ji{l))\ s 

{m,l)eS i=l 

converge uniformément dans tout compact de 7i n et définit une fonction 
holomorphe de la variable complexe s, pour z G H n fixé. En effet, pour 
z = . . . , z n ) G (C — M) n , il existe une constante c > telle que : 

\xzi + y\ 2 > c(x 2 + y 2 ), 

pour tout (x, y) G M 2 . Donc, pour (m,/) G if 2 : 



|J(o-i(m)^ + ctï(Z))" 



i=l 



<c- 1 ji(<7 i (m) 2 + (T i (Z) 2 )- r / 2 - 8l W/ 2 . 



i=l 



Soit i^i le corps de nombres Le nombre rationnel Yii( cr i(' m ) 2 + °"i(0 2 ) 

est la valeur absolue de la norme de K\ sur Q du nombre mi + 1 G K\. On a 
donc majoré la valeur absolue du terme général de notre série E r ^(z, s) par 
le terme général d'une série extraite de la série définissant la fonction zêta 
du corps Ki, multipliée par une constante positive, d'où la convergence. 

Soit S' un autre sous-ensemble maximal de 21 x 21 ayant la même propriété 
que S. Il est clair que : 



E 

(m,l)&S i=l 



jQ(o-i(m)^ + oï(Z)) r \(a i (m)z i + oï(Z))| 



= ± n( <7 *( m ')^ + ^(0)" r |(^K)^ + ^(0)l" < '- 

(m',Z')eS' i=l 

Le signe ± provient de la possible existence d'unités de norme négative. 

Pour s fixé dans le domaine de convergence, la fonction E r ^{-, s) : H n — > 
C ainsi définie est « automorphe de poids (r + s, . . . ,r + s) »pour T. Par 
exemple, si r > 3 et s = 0, on construit de cette façon des formes modulaires 

de Hilbert de poids (r, ...,r). Pour 7 = 



c d 



G r on a de façon plus 
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détaillée 



E r ,ai{l{z),s) = Y[((Ti(c)zi + a i (d)) r \(Ti(c)z i + Œi(d)\ s 
i=i 

n 

(m,n)s5 i=l 

où m' = am + cl, V = bm + dl. Mais la transformation définie par ces relations 
envoie S en un autre sous-ensemble S' de 2l 2 ayant les mêmes propriétés que 
S. 

Si r est impair, E r ^ est identiquement nulle quand K a une unité de 
norme —1. Toutefois, E r ^ n'est pas en général identiquement nulle. 

Pour r > 4 pair, E r ^(z, 0) n'est jamais nulle. Pour le voir, il suffît de 
choisir un ordre particulier de sommation dans la série X](mn)es - Nous pou- 
vons en effet écrire, grâce à la convergence absolue : 

£=£+£• 

(m,l)eS m=0,ZeT meT,Ze2t 

où T est un sous-ensemble maximal de 21 ayant la propriété que ^ T et si 
ni,ri2 G T avec ni 7^ 722, alors n\/n2 n'est pas une unité totalement positive 
de K. La série : 

n 

meT,/62U=l 

est nulle en z = 00. D'autre part, 

n 

Ë^<(™)*+*(or = £*(ir. 

m=0,ZgT i=l ZeT 

est non nul. Donc la série d'Eisenstein E r> %(z) = E r ^(z, 0) est une forme 
modulaire de Hilbert de poids (r, . . . , r), qui n'est pas une forme parabolique 
(et n'est pas non plus constante). 

Plus r > 3 est petit, plus la série d'Eisenstein E r ^(z) = E r> ^(z, 0) con- 
verge lentement, plus elle est « intéressante », comme nous le verrons plus 
loin. Hecke ([12] pp. 391-395) a introduit la technique du prolongement analy- 
tique des fonctions analytiques d'une variable complexe, pour construire des 
fonctions satisfaisant des relations d'automorphie de poids 2 et 1. Il construit 
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ces fonctions en explicitant d'abord le développement en série de Fourier de 
E r ^(z, s), pour s fixé. En appliquant la formule de Poisson, il remarque que 
les coefficients de Fourier sont des fonctions analytiques de la variable com- 
plexe s, et qu'on peut faire un prolongement analytique. Puis il calcule une 
limite pour s — > 0, et remarque que très souvent, les zéros des facteurs gamma 
éliminent les termes non holomorphes en z Ce procédé est devenu classique, 
c'est pourquoi nous n'en avons donné qu'une esquisse. 
Pour r = 2, on trouve, lorsque 5R(s) > 0, que la limite : 

n 

E 2 ,%{z) ■= lim Y) T\(<Ti(m)zi + a i {l))~ 2 \(a l (m)z l + Oi(0)|~* 

(m,l)eS *=1 

existe. Si K ^ Q, alors E 2 ^{z) est holomorphe, et c'est donc une forme 
modulaire pour T, de poids 2, qui est non nulle. 

Si K = Q, E2,z(z) n'est pas holomorphe (mais possède des propriétés 
d'automorphie), et 

E 2 (z)=C Q (2)- 1 E 2 ^(z) + -^ 

est holomorphe, mais non modulaire (cf. l'article de Bertrand dans [TÏÏ] . 

3 

chapitre 1). Le terme apparaît après avoir fait un prolongement ana- 

TT^s(z) 

lytique. 

Les séries E r ^(z) possèdent des développements en série de Fourier qui 
peuvent être calculés explicitement : ce calcul est très utile si 21 = Ok- Soit 
(k{s) la fonction zêta associée à K, écrivons : 

Ç, K {r)~ l E rt o K (z) = c^exp{27rit(zz/)}. 
vew + u{0} 

Pour r pair, les coefficients d u sont des nombres rationnels que l'on peut 
calculer explicitement. En particulier, d Q = 1. Les détails de ces calculs sont 
décrits dans [Hj pp. 19-21 : ils sont classiques, c'est pourquoi nous ne les 
reportons pas ici en toute généralité. 

Une recette. Voici une façon de calculer les coefficients de Fourier des séries 
E r fn(z) dans le cas où [K : Q] = 2, r pair, nombre de classes d'idéaux 1, et 
21 = Ok (nous rendons plus explicites les formules de la proposition 6.4 pp. 
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19-20 de |E|, pour les applications que nous avons en vue). On trouve : 
E r ,o K {z) = ÇK(r)(l+ 6rWexp{27rit(i/z)}), 



ou 



6 P (i/) = n r ^2 Waot 1 > 

(ji)\uvd 

la somme étant étendue aux idéaux entiers (//) de K (donc principaux) qui 
divisent v\fd. Nous avons posé : 

(2n) 2r Vd 



((r-l)!) 2 ^(r) 



et e? désigne le discriminant de X. 

En particulier, les séries d'Eisenstein E = E r ^ K pour K quadratique réel 
et r pair satisfont : 

E{z,z') = E{z',z). 

On dit que ce sont des formes modulaires symétriques. 

Un calcul explicite. Soit K = Q(v5). En utilisant les formules décrites 
ci- dessus on voit que : 

Ç K (2y 1 E 2 ,o K (z) = (1 + 120(exp{27rit(/i^)} + exp{27rit(/i'z)}) + ■ • • ) 

ou a = =— . Oomme : 

E 4 (t) = 1 + 240 exp{2vr^} H 

on voit que 

Cx(2) E 2j o K \s 2 = E A . 



4.2 Fonctions thêtas. 

La nature des séries d'Eisenstein ne permet pas toujours d'obtenir la non 
nullité des formes modulaires ainsi construites (exemples : séries de poids 
impairs et K a une unité de norme négative, ou séries d'Eisenstein de poids 
1 tordues par des caractères). Les fonctions thêtas en revanche, sont toujours 
non nulles. 
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Il convient de faire un détour passant par les groupes symplectiques et 
les fonctions thêta classiques. 

Nous notons TC n C C n le demi-espace supérieur de Siegel constitué des 
matrices complexes symétriques Z_k n lignes et n colonnes, ayant une partie 
imaginaire définie positive. Pour (u,Z_,r,s) G C n x 7i n x W 1 x R n , posons : 

Z; r, s) = exp <27ri i~^ x ' Zl • x + l x ■ (u + s) j j . 

Cette série converge uniformément dans les compacts de C n x 7i n et définit 
la fonction thêta de caractéristique (r, s). Posons : 

E n = ( ° M GGL 2n (R), 

où l n est la matrice identité d'ordre n. Le groupe symplectique SP n (R) C 
GL 2n (K) est défini par : 

SP n (M) = {T tels que T ■ E n ■ *T = E n } . 

Il agit sur H n de la manière suivante. Si Z_ G 7i n et U = (^^ j^j e SP n (K.) 
avec A, B, C, D matrices carrées d'ordre n, alors on pose : 

U(Z) = (A - Z + B) ■ (C ■ Z + D)- 1 . 

Noter que SPi(M) = SL 2 (M), et SP n (M) C SL 2n (R). 

Soit S une matrice à n lignes et n colonnes, notons {S} G C™ le vecteur 
colonne dont les coefficients sont les éléments de la diagonale de S. 

Nous recopions ici un cas particulier d'une proposition très classique que 
l'on peut trouver, par exemple, dans proposition 1.3, pp. 676-677, dont 
nous omettons la démonstration. 



Proposition 2 Soient r, s des éléments de (Z/2) n . Pour tout U = 
SP n (Z), on a : 

ïï(Q,U(Z);r,s) = (udet(C ■ Z + D) 1/2 tf(0,Z;r!,s!) } 
où (u est une racine huitième de l'unité qui dépend de r, s et U, 



AB 
CD 



r'\ =tu fr\ UÇA-C) 
s') ' W 2 \{*B ■ D}) 
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En particulier pour tout U = (^ç j-^j e SP n (Z)(8) ( 4 ) : 

&(0,U(Z);r,§) = Cc/det(C- Z + D) 1/2 iï(0,Z;r,s). (6) 



On dit que $(0, U(Z);r, s) est une forme modulaire de Siegel de poids 1/2, 
niveau 8, et système multiplicateur cyclotomique d'ordre divisant 8. 

Nous revenons à notre corps totalement réel K, et au groupe modulaire 
de Hilbert T. Soit X un O^-module inversible de rang 1 de K, posons : 



SL 2 (C^©X) :=SL 2 (fOn 



OkI- 1 
X O k 



Soit (3 n ) une base de X sur Z. Considérons la matrice : 



B 



\ 0"n(A) • ■ • 0- n (f3 n ) J 



L'application 



W B (z) = 'fi ■ Diag(2i, • • • , 2b) ■ B, 



définit une application Wb '■ 7~£ n — » Wn- Soit a un élément de if et posons 
$(a) = Diag(o"i(a), . . . , a n (a)). Nous avons un homomorphisme de groupes 
/ : SL 2 (K) -> SP n (Q) défini par : 



7 



a&\\ /'fi \ /$(a)$(6)\ /'fi" 1 

c^yy Vos- 1 ; V$( c ) $ (^) i l o 5 

l B ■ $(a) ■ 'fi • $(6) ■ fi \ 

B- 1 ■ $(c) ■ *fi- 1 fi- 1 ■ - fi/ 

On voit facilement que I{SL 2 {O k © X)) C SP„(Z). 

Soit 7 G SL 2 (if), écrivons 1(7) = ( ^ ) . Nous avons les propriétés de 



compatibilité suivantes, qui peuvent être vérifiées sans difficulté (voir [21] p. 

4 Sous-groupe de congruence principal de niveau 8, engendré par toutes les matrices U 
de SP„(Z) congrues à la matrice unité modulo 8M 2n! 2n(^)- 
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683, voir aussi [H] pp. 499-506) : 



I{i){Wb{z)) 
R-W B (z) + S 



W B (j(z)) 

•Diag(<Ti(c)«i + a\{d), o n {c)z n + a n [d)) ■ B. 



(7) 
(8) 



Nous définissons maintenant les fonctions thêta sur 7i n associées à K. 
Soient p, ô des éléments de K, considérons des variables complexes (z, t) G 
H n x C n , posons : 



Cette série converge uniformément dans les compacts de C n x TC 1 . Une 
vérification directe nous donne 



Toutes les propriétés d'automorphie décrites ci-dessus pour les fonctions fi 
se transmettent sur les fonctions 9 via les conditions de compatibilité ((ZJ) et 
(JBJ). Si par exemple J = 0* K , p G 0* K /2 et ô G O k /2, la fonction : 



est une forme modulaire de Hilbert de poids (1/2, . . . , 1/2) pour r"(8), où 
r» = SL 2 (C^© T) et 



avec caractère cyclotomique d'ordre divisant 8, d'après la proposition El et 
les conditions de compatibilité (J7J) et (JSJ). 

4.3 Le cas n = 2 détaillé. 

Ici on pose n = 2, et on s'occupe des caractéristiques (r,s) G (Z/2) 4 . 
L'ensemble {^it, Z_; r, s)} ^ r , s ) e ^i/2) 4 est de cardinal 16. En fixant Z G 7i n , la 
fonction t h- > ${t,Z_;r,s) peut être une fonction paire ou impaire, comme le 
suggère une vérification directe. Plus précisément : 





8(t_, z; p, ô) = ê{ l B ■ t, W B (z); B' 1 -p^B-S). 



z i — ► 0(0, z; p, 5) 




$(-t,Z;r,s) = (-l) lfcfi)l 0(££;r,s 
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où |(r, s)\ = 4(rxSi + r 2 s 2 ) G Z. On en déduit qu'il existe exactement 10 
fonctions thêta paires, ou de manière équivalente, 10 caractéristiques paires. 
Notons & C (Z/2) 4 un ensemble complet de classes de congruence distinctes 
de (Z/2) 4 modulo Z 4 , et Â* C Â un sous-ensemble complet de représentants 
de classes de caractéristiques paires. 

Nous considérons une action a de SP2(Z) sur (Z/2) 4 définie de la manière 

suivante (suggérée par la proposition |2j). Pour U = ( j G SP 2 (Z) et 



(r,s)e(Z/2) 



CD 



1 



On vérifie que c'est une action de groupe. 

Lemme 8 Pour toni [/ G SP2(Z) ; l'application a.jj & ^> & est une bijec- 
tion. L'action a agit aussi sur fà* . 

Démonstration. On peut utiliser le fait que SP 2 (Z) est engendré par les 
matrices 

h ) \0 h 

avec T = 'T. De plus, l'action se factorise par une action de SP 2 (F 2 ) = ©6- 
En particulier, la fonction : 

m)= II ^Z;r,s) 

est une forme modulaire de Siegel de poids 5, avec caractère cyclotomique 
d'ordre divisant 8 (lire [E]). On en déduit que : 

e»u)= n 0&w B (jù-,p,V=#(w r B (z)) (io) 

(p,5)e^* 

est une forme modulaire de Hilbert de poids (5,5), avec caractère pour le 
groupe SL 2 (C^©X). Cette forme modulaire n'est pas nulle en général, comme 
expliqué dans jTTJ , p. 507. 
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5 La forme parabolique G. 

La forme parabolique de Jacobi A : H — > C, de poids 12 pour SL 2 (Z), 
peut être définie par : 

où les 6i sont les fonctions 

0(0,*; 0,0), e(o,z;±0). 9 (a, z; 0, ~j . (11) 

Nous cherchons des analogues de A en dimension supérieure. 

Dans ce paragraphe, nous construisons explicitement une forme modulaire 
de poids (5,5) pour T = SL 2 (Ox) (avec K = Q(\/5)), dont le lieu des 
zéros est l'image de S 2 modulo l'action de T, avec multiplicité 1. 

Soit /i un élément de K x , soit X un 0^-module inversible de rang 1. On 
a un isomorphisme 

s„ : SL 2 (0 K ©X) -> SL 2 (O a - © (/i)2), 

défini par : 

\c d J \fic d 

On a que 7(cr(^)z) = o(^)s^)(z). 

Si F (21, z 2 ) est une forme modulaire de Hilbert de poids r pour Y{Ok®1), 
et si {i & K est tel que fj, > et [/! > 0, alors F([i~ l z\, z 2 ) est une forme 
modulaire de Hilbert de poids r pour T(C A © (/-t)X). 

Posons e = . On prend X = 0* K dans (jlOJl . puis on compose O». 

Ensuite, on utilise les propriétés de l'application s M ci-dessus, et on vérifie 
que : 



est une forme modulaire de Hilbert de poids (5, 5) avec caractère, pour le 
groupe modulaire T. 
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Mais T n'a pas de caractère non trivial (cf. ^7j p. 72). Donc la fonction 
est une forme modulaire de Hilbert de poids (5, 5) pour T : c'est de plus 
une forme parabolique, car certains facteurs du produit (fTUj) le sont ( 5 ). 

On considère : 

£:={(Q! i ,A),i = l,...,10} = 
= {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), (0, e'), (0, e), (e', 0), (e, 0), (e', e), (e, e')} 
C O k xO k . 

On a : 

= nE(-i) ,(,,w,i «p{'it((''+f) ! |)}. (12) 

i=l v&Ok ^ ^ V 0/ J 

Une vérification directe que nous laissons au lecteur entraîne ( 6 ) : 

G(z,z') = -e(z',z). 

On dit que O est une forme modulaire de Hilbert antisymétrique. Elle s'an- 
nule dans S2 = {(z, z') avec z = z'}. Nous montrons maintenant que ceci 
détermine bien le lieu d'annulation de O, et que la multiplicité est 1. 



5.1 Un domaine fondamental éloigné du bord de 7i 2 . 

Nous commençons par montrer qu'il existe un domaine fondamental pour 
l'action de T sur TC 2 plus convenable que celui que nous avons introduit dans 
le paragraphe 12.21 Nous voulons travailler avec un domaine fondamental qui 
soit le plus éloigné que possible du bord de H 2 , et celui que nous avons 
construit au paragraphe 12.11 ne l'est pas assez. La construction que nous 
donnons est celle de |9, , pp. 416-422. On considère les parties 21, 03, £ de Tt 2 
suivantes. 

On pose 21 = {(z, z') G TC 2 tel que \zz'\ > 1}. C'est un domaine fondamental 
pour l'action du sous-groupe {l,T} C T. 

J On peut trouver une démonstration plus directe de ces propriétés dans |10| pp. 231- 
237. Notre construction est plus susceptible de généralisation. 
6 Utiliser le fait que G' K = K - 
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On pose 03 le sous-ensemble de tous les couples (z, z') G Ti 2 ayant la propriété 
que e' 2 < ^s(z)^s(z') < e 2 . C'est un domaine fondamental pour l'action du 
sous-groupe U z = {U n tel que n G Z} C T, où U est défini dans (jÏÏJ). 

Pour définir £, nous allons d'abord décrire l'ensemble <£ StS > dont les éléments 
sont les (z, z') G £ tels que $S(z) = s et Q(z') = s', de telle sorte que (union 
disjointe) : 

e = u t.,*. 

s,s'ei> 

Soit Q SjS > un domaine fondamental de M. 2 pour l'action des translations de 
T,(Gk) ayant la propriété que pour tout (r, r') G Q SjS / la quantité : 

(r 2 + s 2 )(r' 2 + s' 2 ) = |(r + is)(r' + is')| 2 

est la plus petite possible. Alors £ SjS / est le translaté de Q SjS / par (is, is') dans 
C 2 . Avec cette construction, € est un domaine fondamental pour l'action des 
translations de Ok- 

Lemme 9 L'ensemble G = 2tn23n£ C Ti 2 contient un domaine fondamental 
pour l'action de Y sur H 2 . Déplus, si (z,z') G G, alors ^s(z)^s(z') > 0.54146. 

Démonstration. Ici on écrira t { = (U,^) et z^ = (z^,^). Il est clair que 
03 fl £ est un domaine fondamental pour l'action de Too sur Ti 2 . Montrons 
maintenant que pour tout z G H 2 , il existe 7 G T tel que 7(2:) G G- 

Soit donc z x G Ti 2 . Il existe 71 G tel que t x — 71 (^i) S 03 fi C Si 
> 1 alors Iti^l > 1 et t x G G- Sinon \t\tf x \ < 1 et z 2 = (z 2 , z' 2 ) = 
T(ti) G 21. Observons que : 

9(22)9(4) = ^i)^(4)i*i*ir 2 

> %z x )Z(z[). 

Il existe un élément 72 G tel que t 2 = 72(^2) G 03 fl <£. Si 9(i 2 )9(t2) > 1 
alors £ 2 G ^) e ^ nous avons démontré un cas particulier du lemme pour z x . 
Sinon, ^2^2 1 < 1> et nous pouvons continuer en construisant successivement 

Nous avons une suite (2^=1,2,... d'éléments de TL 2 équivalents modulo 
l'action de T, telle que : 

9(2a)9(4) < S(z 2 )3(4) < 9(z 3 )9(4) < • ■ ■ • 
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Si aucun de ces points n'est dans G, alors ils sont tous dans le domaine : 

{{z,z') G H tel que \zz'\ < l,e' 2 < -§4 < e 2 ,Q(z)Q(z') > 3(^)3(4)}. 

<s{z ) 

Ce domaine est compact, et l'action de T est propre : nous avons une con- 
tradiction, car un sous-ensemble compact de H 2 ne contient qu'une finitude 
d'éléments équivalents modulo T. Donc, pour tout z G 7i 2 , il existe 7 G T 
tel que 7(2) G G, et G est un ensemble fondamental. 

Ensuite, nous allons prouver que si z G 21 H £, alors ^(^^(V) > 0.54. 
Soit a un nombre réel tel que \a\ < l/V§, soit P(a) le parallélogramme de 
M. 2 ayant pour sommets : 

(i( 2+ (l-a)v / 5),K2-(l + «)v / 5)) 

(i(2-(l-a)v / 5),K2 + (l + a) v / 5)) 
(-i(2+(l-a)v / 5),-i(2-(l + a)v / 5)) 
(_i(2-(l- a )v / 5),-|(2 + (l + a)v / 5)). 

On voit que -P(a) est un domaine fondamental pour l'action des translations 
de H(O k ) sur M 2 . Posons / s ,y(r,r') = (r 2 + s 2 )(r' 2 + s' 2 ). 
Supposons pour commencer que 

s'\ 2 l + a 1 



avec lai < — =. (13) 
1-a 11 " v/5 1 ; 

Pour (r, r') G P(a), l'inégalité suivante est un exercice élémentaire que nous 
laissons au lecteur : 

fs,Ary)<^) 2 + lss' + s 2 s' 2 . (14) 

Les inégalités concernant a sont restrictives. Mais pour tout (s, s') G ffi> , il 
existe n G Z unique, tel que : 



1-a) ' 

avec |a| < \j\fh : il suffit de remarquer que la fonction g{a) = — est 
strictement croissante dans ] — 00, 1[, et que g(—l/y/5) = e /2 , g(l/\^5) = e 2 . 
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Soit (z, z') G £, z = x + is, z' = x' + is'. Soient n, a comme ci-dessus. Soit 
(r, r') G P(a) tel que (x — r, x' — r') G E(C^). On a : 



W\ = f s ,s'(x,x') 

< / s ,/eV,e'V) 

< (^) 2 + ^(^^)(eV) + (e- 2 ^ 2 )(e 2 V 2 ) 

< I + ?ss' + (ss') 2 - 



16 

Or, si (2, z') G 21, alors |^'| > 1. Donc 



^ \ 2 Q 



,16 

ce qui implique : 

> -V + V3Ï2 > 
16 

d'où l'inégalité annoncée, et le lemme est démontré. On peut démontrer que 
G est un domaine fondamental pour l'action de T sur 7i 2 , mais nous ne le 
ferons pas ici car nous n'aurons pas besoin de ceci : voir les détails dans j^j. 



5.2 Le diviseur de O. 

Lemme 10 Le lieu d'annulation de O est l'image de S 2 dans X^, avec mul- 
tiplicité 1. 

Démonstration. Notre technique d'étude (due à Gotzky : [9]) est complè- 
tement élémentaire. Plus bas, nous mentionnerons des techniques plus élabo- 
rées, menant à des résultats plus généraux. 

Nous considérons les facteurs du produit (JUJ), et leur comportement dans 
le domaine G du lemme 01 Plus précisément, nous établissons des minorations 
de valeurs absolues, qui garantissent la non nullité de ces facteurs sur G — S 2 . 
La modularité de O complétera le lemme. 

Soit T un domaine fondamental pour l'action de T sur Ti 2 contenu dans 
l'ensemble G du lemme 01 
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On étudie les 10 fonctions thêtas sur T ci-dessus. Posons : 

KAÙ = E (-1)*^ exp j.it ((„ + \ ) 2 -|) } , 

avec (a, (3) G S, de telle sorte que 

10 

e(z,z')=l[iï aiA (6Z,6'z'). 
i=l 

Ces fonctions sont définies sur H x Tl~ , où H~ = {z G C tel que $f(z) < 0}. 
Le groupe T agit sur Ti x de manière évidente. L'ensemble : 

^ = {(z,z') avec (z, z') G T} 

est un domaine fondamental pour cette action, et pour tout (z, z') G •7 rb on a 
> 0.54146. Comme e' 2 < < e 2 , on a -S(z') > 

0.454777 dans jF b . On en déduit des majorations pour |e M |, où /i G X+, et : 

e M = exp <j^7rit (^tJ| 

Soit 2 G JF^. Si /i = 1, comme 

$5(2) - > 2(3(s) \S(z')\) 1/2 > 2 • (0.54146) 1/2 « 1.47167, 
on trouve : 

| ei | = exp{-7r/v / 5(Î5(2) - 3(0)} < 0.126482 dans (15) 

Naturellement, pour tout z G 23 b D JF b : 

|e e |, |e e /| < 1, (16) 

où *B b est défini de manière évidente. Pour tous p, q G K. on a : 

(|e e | p -|e e n(M P -M 9 )>0. 

Comme e e e e ' = ei, on en déduit, pour z G •7 rb : 

|e £ | p |e £ /| 9 + |e £ He £ /| p = 
= | ei |f + | ei |ï-(| ee |P-| ee |«)(| ee ,|P-| ee ,|ï) 

< leiT+leil". (17) 
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Nous étudions les fonctions "& ai p(z) avec (a,j3) G S. Observons que : 



exp j-^it (a 2 -|) } ê a , p (z) = £ (-l) tiMVE) exp {^rit („(„ + a)^j } 

Nous détaillons nos estimations dans le cas a = 0, 1. Si a = alors (3 G 
{0, 1, e, e'}. Si a = 1 alors /3 G {0, 1}. On trouve : 



e Q 2 7 î? a ,/3U) = 2^ exp \ mt y — — 



xe 



(ni,n 2 )e 
(ni-n 2 ) 2 ni(m+a) n 2 (n 2 +a) 



car (e, e') est une base de Ok- Donc 

K 2 1/4 ?WU)-(l + a)l < 
< -(1 + a) + - ^ M (ni ~ n2)2 x (|e e | ni ( ni+a )|e £ /| n2{n2+a) + 



I in 2 (n 2 +a)| |ni(ni+a)\ 



(ni-n 2 ) 2 |ni(ni+a) _|_ | g ^ |n 2 (n 2 +«) ^ 



m(n+a) 



< "(l+«) + ^|ei| 

oo oo 

< -(i+«)+ £ | ei r 2 

m=— oo ra=— oo 

en utilisant les inégalités (|T7j) . L'inégalité (fTïïj) implique : 

oo oo 

le^X^U)! > 2(1 + a)- N™* E l e i 



n(n+a) 



m=— oo n=— oo 



> 0.4288. 



x 



Donc, si a G {0, 1}, ne s'annule pas dans J 7 ^, ce qui donne la non nullité 
dans JF b de six facteurs du produit définissant O. 

Si a G {e, e'} (quatre cas), on voit que $ s'annule dans {(z, z)} C H 2 . La 
technique expliquée ci-dessus, opportunément modifiée, implique que pour 
z G P : 



2e 1 '\l + (-l)t(«WV5) eQ ,; 



> 



100' 
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donc ne s'annule pas. Nous préférons ne pas détailler ce deuxième cas, car 
les techniques sont les mêmes : pour des détails, voir 0. Ceci implique que 
la restriction de O à T s'annule seulement dans S2 avec multiplicité 1 : le 
lemme est démontré. 

La théorie des produits de Borcherds ([3], jl]) permet de retrouver ces 
résultats, et bien d'autres propriétés que nous ne pouvons pas décrire ici. 
Dans 6\ on montre que : 

G(z) = 64exp |27ri - j J] (1 - e ^M^)y(^'M^) ^ 

eu — e v > 

où J2^=o a ( n )l n es ^ 1 & s ^ r ^ e ^ e Fourier d'une certaine forme modulaire d'une 
variable complexe, et s : N — > Z est une certaine fonction. Tout ceci est 
complètement explicite : voir les détails dans jB]. 



5.3 Structure d'un certain anneau de formes modu- 
laires. 

Définition. Soit / une forme modulaire de Hilbert de poids parallèle r pour 
un certain groupe modulaire de Hilbert T. On dit que / est symétrique (resp. 
antisymétrique) si f(z,z f ) = f(z f ,z) (resp. f(z,z') = —f(z',z)). 

L'existence de la fonction O permet de faire une description explicite de 
l'anneau de certaines formes modulaires pour T. 

Avant de continuer, nous faisons une remarque. Nous voulons décrire en- 
core plus en détail la structure des espaces vectoriels de formes modulaires de 
Hilbert dans le cas particulier de K = Q(v^5). Nous allons utiliser des nota- 
tions particulières Ainsi, lorsqu'il s'agit de formes modulaires pour 
le groupe modulaire de Hilbert associé à ce corps de nombres, et seulement 
dans ce cas, nous posons ( 7 ) : 

X5 = 2- 5 e, 

67 

Xe = 21600^2 ~(k{6)~ E 6; o K )- 

7 Ces notations sont pratiquement celles utilisées par Gundlach et Resnikoff, dans leurs 
travaux sur ces formes modulaires, à part le fait qu'ils écrivent X5 > e t nous \5- O n remarque 
que if2, X5; X6 ont leur séries de Fourier à coefficients entiers rationnels. 
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Théorème 2 Toute forme modulaire symétrique de poids parallèle 2r avec 
r G N pour Y est un polynôme isobare en les trois formes modulaires (p2, x\-, Xe- 

Nous verrons que les formes modulaires y?2,X5>X6 sont algébriquement 
indépendantes sur C (corollaire EJ). 

Démonstration. On commence par observer que x& est une forme parabo- 
lique de poids (6, 6), et donc Xg(. z , z ) est une forme modulaire pour SL 2 (Z) de 
poids 12, égale à cA(z), pour c G C. Comme E 2t o K ^6,o K son ^ symétriques, 
X6 est symétrique. 

On détermine c en calculant les premiers coefficients de Fourier de xq- 
Ceci est possible car les coefficients de Fourier des séries d'Eisenstein sont 
explicites (cf. sous-paragraphe EHJ) . On trouve : 

X&(z,z) = A(z). 

On dit que x& est un relevé de A. 

Nous avons déjà vu que <f 2 (z,z) = E±(z). Comme l'anneau des formes 
modulaires de poids divisible par 4 pour le groupe SL 2 (Z) est égal à : 

C[E A (z),A(z)}, 

on voit que toute forme modulaire de poids divisible par 4 peut être relevée 
en une forme modulaire symétrique de poids (2r, 2r) pour T. Nous avons 
donc un isomorphisme d'anneaux : 

fi:C[E 4 (z),A(z)}^C[Mz),XeU)}, 

inverse du morphisme de restriction à S 2 = {(z,z)}, ce qui prouve entre 
autres que les formes modulaires y?2 et x& son f algébriquement indépendantes. 

Soit maintenant F une forme modulaire symétrique de poids (2r, 2r) pour 
T. Si F G C[y?2,X6] nous n'avons rien à démontrer. Supposons que 

H := F - fi(F(z,z)) ^0. 

La forme modulaire H s'annule dans S 2 par construction. L'étude de la fonc- 
tion X5 = 2~ 5 que nous avons faite implique que 



est une forme modulaire symétrique de poids (2r — 10, 2r — 10). La démons- 
tration se complète par récurrence sur r. 
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6 Propriétés différentielles de formes modu- 
laires de Hilbert. 



Dans le paragraphe ll.21 nous avons vu comment on détermine, en utilisant 
certains crochets de Rankin- Cohen, la structure de l'anneau engendré par 
toutes les formes modulaires elliptiques. 

On peut étendre la définition de crochet de Rankin-Cohen aux formes 
modulaires de Hilbert. Par exemple, ceci est écrit dans Jïïj- Ainsi on associe, 
à deux formes modulaires de Hilbert F, G de poids f,geN n (pour un corps 
de nombres totalement réel de degré n sur Q), et à un n-uplet de nombres 
entiers positifs s, une forme parabolique [F, G]s de poids / + g + 2s : 



*1 



IrL 



Q\r\ F 0lâ-r|G 



( 2 ^) l£l r ^o rf^o dz^---dz^dz s r r ^--dz^- 
fi + Si — l\fgi + Si - T 

Si - n j V n 



X 



n 

t=i 

où |(ai, . . . , a n ) \ = ai H h a n . 

Pour x G Z, nous écrivons = '(0, . . . , 0, x, 0, . . . , 0) G Z™ avec le co- 
efficient x à la z-ème place. Voici l'exemple le plus simple de crochet de 
Rankin-Cohen. La fonction : 

L ' J1 ° (2vri) V <9^ <W 

est une forme parabolique de poids / + g + % (crochet de Rankin). 
Posons : 

KkF = ^[F, F] li+lk , n,F = ^—-[F,F} 2i . 

^Jijk {Ji + i ) 

Ces opérateurs différentiels s'écrivent explicitement de la manière suivante : 



,d 2 F t£ ^(dF\ 2 



{2^fU lF := fiF -(f i + l)[ — ) , 



(27ri) 2 A iifc F 



d 2 F dF dF 



dzidzu dzi dz k 
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On vérifie que 



U t :M L (T) -> 5 2/+4i (r), 
A i)fc :M £ (r) - S 2L+2i+2k (T). 

Voici maintenant un lemme élémentaire qui décrit les propriétés d'annulation 
des images des opérateurs différentiels [•, -]i v IL,, A^fc. 

Lemme 11 Soient F, G deux formes modulaires de Hilbert de n variables 
complexes, non constantes, de poids f et g. Alors : 

1. K, k F + 0. 

2. ilf^o. 

3. [F, G]i- = si et seulement si la fonction F 9i /G^ est constante. 
Démonstration. (1). On a 

A l , k F = -^F 2 -^—\ogF. 
(2tti) 2 dzidzk 

Nous pouvons supposer que i — 1, k — 2. Si A ijk F = 0, alors la fonction 
méromorphe H = F~ 1 dF/dz 2 ne dépend pas de la variable Z\. On a de plus 

H(z 2 + cr 2 (u), . . . , z n + cr n (z/)) = i?(z 2 , • • • , z n ) pour v E O k . 

Soit tti la projection M n — > R 71 " 1 obtenue en effaçant le premier coefficient. 
L'ensemble 7Ti(£(C?r-)) est dense dans R n_1 . En particulier H est constante 
dans E = 7t\Z + R n_1 . Le plus petit sous-ensemble analytique de H n ~ l con- 
tenant E est 7i n ~ l : donc H est constante dans H n_1 , non nulle car F est 
non constante. Donc : 

oz 2 

avec À 7^ 0. Mais on voit clairement que ceci est incompatible avec la modu- 
larité de F. 

(2) . Si ELjF = et F est non constante, alors on peut écrire F(z) = (gzi + 
h)~f% où g, h sont deux fonctions ne dépendant pas de Zj. On vérifie directe- 
ment qu'une telle fonction ne peut pas être une forme modulaire. On peut 
aussi utiliser les séries de Fourier du lemme ITol 

(3) . On a : 

1 d (G h 
[F,G} h = -— FG^log ^- 
2ni azi \F3' 
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Si G fi /F 9i G C x , alors [F,G] h = 0. Supposons maintenant que [F,G} h = : 
on a alors que H := G^ / F 9i ne dépend pas de la variable z\. D'autre part, 
c'est un quotient de formes modulaires, donc il satisfait : 

H(z 2 ,...,z n ) = H(z 2 + cr 2 (v),...,z n + cr n (v)), 

pour tout v G H n et z 2 , ■ ■ ■ , z n G TC, lorsque ces valeurs sont définies. Comme 
au point (1), H est constante dans 7i n ~ l : la démonstration du lemme ITT1 est 
complète. On remarque en particulier que H est une fonction modulaire, et 
que les poids de F et G satisfont / G Q x g- 

Exemple 1. Comme il existe toujours une forme modulaire non nulle de 
poids (2, . . . , 2) pour r si n > 1, on peut construire dans certains cas des 
formes modulaires non nulles de poids non parallèle 

(ti,...,t n ) e (2Z) n , 

avec U > 2 pour tout i = l,...,n. Par exemple, si K est quadratique, 
HiE2 j o K est une forme parabolique de poids (8, 4) qui est non nulle (d'après 
le lemme HT]) , et constitue un premier spécimen de forme parabolique de 
poids non parallèle. 

Exemple 2. Si [K : Q] = 2, alors les opérateurs différentiels A = A^i et : 

ri: f i-> (niF)(n 2 F) 

agissent sur l'anneau gradué engendré par les formes modulaires de Hilbert 
de poids parallèle. Par de simples arguments d'algèbre linéaire (basés sur des 
calculs des premiers coefficients de Fourier de formes modulaires), on peut 
déterminer des relations différentielles entre générateurs, induites par A et 
n. Par exemple, si K = Q(v / 5), on trouve : 

Aip 2 = 24x6, 

Axe = ^2(^2X5 -Xl), (18) 
A xl = YqXÏ {xl ~ ¥>2XÏ) ■ 

Équations différentielles. On remarque que les formes modulaires X6 et x\ 
peuvent être construites par application d'opérateurs différentiels, à partir de 
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(p 2 . Grâce à ces identités, on peut aussi expliciter des équations aux dérivées 
partielles ayant des formes modulaires de Hilbert comme solutions : en voici 
un exemple. 

On a le système différentiel (fTSj) . et on sait que Utp 2 G M\2_(T). D'après 
le théorème El ïl(p 2 est un polynôme isobare en y?2,X6 et xi- La résolution 
d'un système linéaire explicite (dans ce cas, sept équations et sept inconnues) 
engageant les coefficients de Fourier de ces formes modulaires implique : 

^2 = 576(9x^-5^). (19) 

En éliminant \\ dans (|19j) et la troisième équation de (|18|) . on trouve : 

100(A o A)ip 2 + <p 2 Tl<p 2 - 4<p 2 (Aip 2 ) 2 = 0. (20) 

Cette équation différentielle a la propriété intéressante suivante (cf. [21]) : 
ip 2 est la seule solution de cette équation qui soit une forme modulaire de 
Hilbert pour Q(\/5) dont la série de Fourier a les termes indéxés par les plus 
petites traces : 

1 + 120 exp |27rit [A= z j ! H 



6.1 Opérateurs multilinéaires. 

On peut définir des opérateurs multilinéaires agissant sur certains espaces 
de formes modulaires de Hilbert (et même sur des espaces de polynômes non 
isobares en des formes modulaires), de la manière suivante. Soit X un sous- 
ensemble non vide de {1, . . . , n} : pour simplifier, choisissons X = {1, . . . , m}. 
Soit K un corps de nombres totalement réel de degré n, soit Y le groupe 
modulaire de Hilbert associé. 

Définition. On dit qu'une forme modulaire de Hilbert F pour V est de poids 
2 -parallèle, si son poids / = (fi, . . . , f n ) est tel que fi = f pour tout i G X. 
On dit dans ce cas que / est le X-poids de F. 

Ainsi, une forme modulaire de Hilbert de poids parallèle / pour T est une 
forme modulaire de Hilbert de poids X-parallèle, avec X = {1, . . . , n}. 

Lemme 12 Soient F 1; . . . , F m+ i des formes modulaires de poids X-parallèles 
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ri, . . . , r m+1 . La fonction 



( r x F x r 2 F 2 



(Fi 



m+l/l 



det 



8F 1 
dz\ 

dF 1 

dz2 



dF 2 
dzi 

dF 2 

ÔZ2 



r m+\F rn J r l ^ 

dzi 

9F m +\ 

dz2 



\ dF\ 0F 2 

\ dz™ Bz™ 



dF 2 

dz„ 



ÔF, 



m + 1 



dz„ 



est une forme modulaire de Hilbert de poids X-parallèle r\ + ■ ■ ■ + r m+1 + 2. 

Démonstration. On note & m le groupe des permutations de X, e(a) la 
signature d'une permutation a G & m , on pose : 



[Fi, ■ ■ ■ , F m+ i]x := e ( a )[Fi, [F 2 , • • • , [F m , F m+1 



l<r(m) ' ' 'J 1<t(2) Jl<T(l)' 



(766,, 



La preuve est une conséquence immédiate de la formule suivante 
[F u . . . , F m+1 ]i = (27ri)- m $ m (F 1; . . . , F m+1 ) h 



(21) 



avec 



(r 2 H h r m+1 )(r 3 H h r m+1 ) • • • (r m + r m+1 ), 

(produit ayant m — 1 facteurs) car le terme de gauche dans (J2T|) est clairement 
une forme modulaire de Hilbert de poids X-parallèle r\ + - ■ -+r m+ i+2, d'après 
les propriétés de base du crochet de Rankin. 

Par exemple, si Fi,F 2 sont des formes modulaires elliptiques de poids 
ri,r 2 , la formule (}2"T|) nous donne tout simplement un crochet de Rankin : 



[F,,F 



2 1 



(2id)~ 1 dest 



/ r 1 F 1 r 2 F 2 \ 
dF 1 dF 2 
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Si Gi,G 2 , G 3 sont des formes modulaires de Hilbert de deux variables com- 
plexes, de poids parallèles si, s 2 , s 3 , alors la formule (J2TJ) implique : 



[Gi, G ' 2 , G 3 } 1 



[Gi, [G 2-, G r 3ji 2 ]ii ~~ lvi> Gajijis 

/ s\Gi S2G2 s 3 G 3 \ 



(27ri)- 2 (s 2 + s 3 )det 



dd dG 2 dG 3 



dzi dzi dzi (22) 

dd dG 2 dG 3 
V dz 2 dz 2 dz 2 / 

La démonstration de la formule (}2*T]) repose sur l'égalité suivante, dont la 
démonstration est élémentaire et laissée au lecteur : 



Ô 



dz, 

s=l 

= (r 2 H h r m+ i) det 

où 1 — l s = ( 1, . . . , 1 , 0, 1, . . . , 1) et où 

S — 1 termes 



i-i s 



ÔZh 



i = 2, . . . , m + 1 
j — 1, .... m 



( r 2 F 2 r 3 F 3 



8F 2 dF 3 
dzi dz\ 



(F 2 , . . . , F m+ i)i_ ls 



det 



r 



m+l 1 m+ 

dF m +i 



dF 2 


8F 3 


dzs-i 


dzs-i 


dF 2 


dF 3 


dzs+i 


dz 3+ i 


dF 2 


Mà. 




dz m 



dF, 



m + l 



dz s -i 

9F m +i 
dz 3+ i 



dF, 



m + l 



(23) 
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On démontre (J21)) par récurrence sur m. Pour m = 1, l'identité est triviale, 
comme nous l'avons déjà remarqué. Supposons que m soit plus grand ; comme 
il existe une bijection entre @ m et U™ =1 &' s où & s est l'ensemble des fonctions 
bijectives {2, . . . , m} — » {1, . . . , s — 1, s + 1, . . . , m}, on a : 

m 

. . . , F m ] k = x; <^ [• ■ • [^A + i]i 5(m) • • -]i s(2) k, 

s=i <5-eS' s 

(e désigne le prolongement de l'application signature à &' s ). Donc : 

fit 

[F u ... t F m ]i = [F 1 ,Y,(-mF2,...,F m+1 ]^ ls ] ls 

s=l 

m 

= (27rir- 1 $'^(-l) s [F 1 ,(F 2 ,...,F m+1 ) i _ 1 J ls (24) 

s=l 

m / Q 

= (2*1)™*' £(-!)• ^x^— (F 2 ,...,F m+1 ) i _ ls 



-(r 2 + • • • + r m+1 )(F 2 , . . . , F m+1 )i_ ls -^-i 
(27rir$ m ^r 1 F 1 det^Q (25) 
9Fl (F F ) 



<9z, 

= (2 7 rir$ m (F 1 ,...,F m+1 ) i , 

où le symbole [F 2 , . . . , F m +i]i-i s a une signification évidente, et $' = (r 3 + 
••• + ' ' " ( r m + ?"m+i) (en pijl nous avons appliqué l'hypothèse de 

récurrence, et en ([25)1 nous avons appliqué l'égalité ()23|)). La preuve du lemme 
est terminée. 

Remarque. Les opérateurs [•■■]]_ sont définis en combinant entre eux des 
crochets de Rankin, et à première vue, on est temptés de dire que ce sont des 
polynômes différentiels (voir le paragraphe 16 .3J) d'ordre m dont toutes leurs 
propriétés algébriques sont conséquence de la théorie des crochets de Rankin- 
Cohen. Cependant, le lemme IT21 implique qu'il s'agit en réalité d'opérateurs 
différentiels d'ordre 1, en particulier multilinéaires. Nous verrons que cette 
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péculiarité fait des ces opérateurs des objets intéressants, dont l'étude sera 
poursuivie dans des autres travaux. 

Dans la suite de ce texte, nous étudions ces opérateurs uniquement dans 
le cas où X = {1} et dans le cas où X = {1,2} et le nombre de variables 
complexes est deux, (dans ce dernier cas, les opérateurs sont bien définis 
uniquement sur des formes modulaires de Hilbert de poids parallèle). Voici 
maintenant une proposition qui décrit les propriétés de base dans le cas 
X={1,2}. 

Proposition 3 Soit K un corps de nombres quadratique réel, et V le groupe 
modulaire de Hilbert associé. Soient F, G, H des formes modulaires de Hilbert 
pour T de poids parallèle f, g, h. La forme modulaire [F, G, H] := [F, G, H]i 
est de poids parallèle f + g + h + 2. Si F est antisymétrique et G, H sont 
symétriques, ou si F, G, H sont antisymétriques, alors [F, G, H] est symétri- 
que. Si F est symétrique et G, H sont antisymétriques, ou si F, G, H sont 
symétriques, alors [F, G, H] est antisymétrique. 

De plus, les deux conditions suivantes sont équivalentes. 

1. La forme modulaire [F, G, H] est non nulle. 

2. Les fonctions F, G, H sont algébriquement indépendantes sur C. 

Démonstration. D'après le lemme IT2"1 [F, G, H] est une forme modulaire de 
Hilbert de poids f + g + h + 2, et on a 



[F, G, H] 



(2vri) : 



: (g + h)det 



fF 


gG 


hH 


dF 


dG 


dH 


dz 


dz 


dz 


dF 


dG 


dH 


dz 7 


dz 1 


'dz 1 



ou de manière équivalente : 
1 , 



[F, G, H] 



(2vri) 



h) (fF(G A H) + hH(F A G)- gG(F A H)) 



avec 



a A (3 = det 



/ da da\ 

dz dz' 
d(3 dp 

\ dz dz' / 
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Soit C : C 2 — > C 2 la symétrie C(z, z') = (z', z). Pour toute fonction analytique 
A. on a : 



d_ 

dz 

On en déduit : 



(AoC) 



dA\ 
dz 1 ) 







et— (AoC) 



oC. 



{a A /3) o C 



da d(3 
dz dz' 
da 



da d(3 
dz' dz 
{dp 



oC 



■7-oCl \^—.oC\-\—oC 

dz 



d 



\dz' 
d 



( da 



\dz' 
d 



dP oC 
dz 



d 



-(aoC)-((3oC)--(aoC)-(f3oC). 



dz 



dz 



dz' 



Cette dernière quantité est égale à — (a A (3) si a, (3 symétriques ou anti- 
symétriques, et égale à a A (3 si a symétrique (resp. antisymétrique) et (3 
antisymétrique (resp. symétrique). 

Décrivons maintenant les conditions d'annulation de [F, G, H]. On vérifie 
directement que si F, G, H sont multiplicativement dépendantes modulo C x , 
alors [F, G, H] = 0. Montrons que la condition (1) implique la condition 
(2). Si M est non nulle, alors F, G, H sont multiplicativement indépendantes 
modulo C x , donc H* / F h et H 9 /G h sont aussi multiplicativement indépen- 
dantes modulo C x . On peut appliquer le théorème 3 p. 253 de [T], et on 
trouve que le corps de fonctions 



Hf 



ph 



&:=C log — ,log — ,— ,— 



H9\ W H9\ 



G h J ' F h ' G h J 



a degré de transcendance minoré par 2 + /x, où \i est le rang de la matrice 
jacobienne logarithmique 



/ d 



J 



(2vri) 



dz 



d 



ph 



d 



dz 



H 9 \ \ 



\ dz' 



Hf\ d 



G h 



G h ) J 



Le crochet [F, G, H] est lié au déterminant de J : 



[F, G, H] = 9 -±^àet{J)F 1+h G 1+h H l - f -' J . 



(26) 
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Donc fi = 2, et le corps Â est de degré de transcendance 4. Ainsi, le corps 



est de degré de transcendance 2 sur C. Comme une relation de dépendance 
algébrique pour F, G, H est toujours déterminée par un polynôme isobare, 
ceci implique que F, G, H sont algébriquement indépendantes. 

Montrons ensuite que la condition (2) implique la condition (1). Si F, G, H 
sont algébriquement indépendantes, alors le degré de transcendance de T est 
2. On peut choisir deux paramètres complexes analytiquement indépendants 
ti, t 2 tels que : 



donc & a degré de transcendance 4 sur C. 

Supposons par l'absurde que M = 0. La formule (J2lj|) implique que les 
fonctions log(H^ / F h ) et \og(H 9 / G h ) sont analytiquement dépendantes. Donc 
les fonctions H f /F h ,H 9 /G h sont aussi analytiquement dépendantes. Mais 
deux fonctions modulaires sur H 2 analytiquement dépendantes sont aussi 
algébriquement dépendantes, ce qui donne au degré de transcendance ô de Â 
la majoration ô < 3, d'où une contradiction. La proposition est maintenant 
entièrement démontrée. 

Remarque. Grâce au lemme la proposition El se généralise au cas de n 
variables complexes avec n > 3, mais nous n'en donnons pas les détails ici. 

6.2 Théorème de structure pour K = Q(v / 5). 

On peut utiliser les opérateurs différentiels A, II, [•,-,•] pour déterminer 
explicitement la structure de certains anneaux de formes modulaires. Nous 
décrivons explicitement toutes les formes modulaires de Hilbert dans le cas 



une unique forme modulaire de Hilbert pour T = SL 2 ((9x); symétrique de 
poids (15, 15). 

Démonstration. Nous construisons la forme modulaire, puis nous démon- 
trons son unicité. En appliquant la proposition El à F = x 6 , G = <f 2 , H = x 5 , 
on voit que 
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est symétrique de poids (15, 15) et non nulle. La non nullité de x P eu t aussi 
être vérifiée directement à partir de la définition de M : le coefficient de 
exp{27rit(V)} dans la série de Fourier de x est non nul, ce qui implique x / 0. 
Ceci termine la preuve de l'existence. 

Montrons maintenant l'unicité d'une telle forme modulaire, à une con- 
stante multiplicative près. Soit x une forme modulaire de Hilbert, symétrique 
de poids (15, 15). 

Calculons x|s 2 - Nous regardons les premiers coefficients de Fourier de x 
(ordonnés par trace croissante) : 

x(z) = co + c u exp{27rit(z/+)} + <v exp{27rit(i/z)} + c\ exp{27rit(+)} + ■ • • 

avec v = e/\/o. La forme x étant modulaire de poids impair (ici (15, 15)), on 
a x(U(z)) = n(e') 15 x(+) = — x(jù- Ainsi c = — c et x es ^ parabolique ( 8 ). 

Donc x\s 2 es ^ une forme parabolique elliptique de poids 30, donc une 
combinaison linéaire xA 2 Eq + i/AEq (noter que p = 15 est le plus petit entier 
impair tel que l'espace des formes paraboliques elliptiques de dimension 2p 
est de dimension > 2). 

De même, c u = —c t 2 u , ce qui donne c v = —c u >. D'autre part, x es t 
symétrique, et donc c u = c u >. Ainsi c u = <v = 0. Ceci implique x\s 2 — 
xq 2 + • • • = xA 2 Eq : naturellement, un argument similaire s'applique aux 
formes modulaires symétriques de poids parallèle impair (cf. plus bas) : on 
en déduit que si h est une forme modulaire symétrique de poids impairs, alors 
(/i|s 2 )A~ 2 i? 6 " 1 est une forme modulaire elliptique. 

Il existe une combinaison linéaire <fi = ax + bx ayant sa restriction à S2 
nulle. 4>/xî es t une forme modulaire symétrique de poids (5, 5), nulle d'après 
le théorème 121: le lemme est démontré. En particulier, x ne s'annule pas dans 
H 2 . Nous démontrons maintenant : 

Théorème 3 L 'anneau des formes modulaires de Hilbert pour le groupe T = 
SLi2(Ok), avec K = Q(v^5) est égal à l'anneau (gradué par les poids) des 
polynômes en ¥>2,X5,X6, X, quotienté par la relation : 

^X 2 = 50000^- 1000^X6xf + V2X5-2^X6 + 

+1800^X5 + ^2X6 - 864x1. (27) 



8 Une autre manière de remarquer ceci est d'écrire M15ÇT) = (E15) © Sis(T), car T 
n'a qu'une seule classe d'équivalence de pointe. De plus, puisque K a une unité de norme 
négative, £15 = 0. 



46 



Démonstration. Comme x 2 est une forme modulaire symétrique de poids 
parallèle pair 30, c'est un polynôme en (p2,X 2 ,X6 d'après le théorème 121 La 
relation ()27|) est uniquement déterminée. 

Nous remarquons qu'il suffit de décrire le sous-anneau des formes modu- 
laires symétriques. En effet, soit une forme modulaire de Hilbert de poids 
parallèle. On peut écrire : 

*M = l(f(z,z') + f(z',z)) + ~(f(z,z')-f(z',z)) 

= fl + X&f2, 

avec fi, /2 deux formes modulaires symétriques. 

Soit maintenant / une forme modulaire symétrique de poids (r, r) , avec 
r impair. On voit que r > 15. La forme modulaire elliptique g = /|g 2 est de 
poids 2r, et s'annule à l'infini avec une multiplicité > 2 (reprendre l'idée de 
la démonstration du lemme fTÏÏj) . Ainsi : 

g = E 6 A 2 P(Ei, A), 

pour un certain polynôme isobare P. Il existe un polynôme isobare Q tel que 
la forme modulaire de Hilbert symétrique : 

h = f - xQ(<P2,Xb) 

s'annule sur H 2 . Or, hj\\ est une forme modulaire de poids (r — 10, r — 10) : 
on applique une hypothèse de récurrence. On trouve que f = xk, avec k 
forme modulaire symétrique de poids pair (r — 15, r — 15). Le théorème est 
démontré, mais reste la question du calcul de la relation (|2*7|). 

Sans passer par la géométrie des surfaces (ce qui oblige à calculer ex- 
plicitement une désingularisation de la surface Xy, comme le fait Hirzebruch 
dans [EU), la technique la plus avantageuse est encore une fois de passer 
par des relations différentielles, et de résoudre explicitement des systèmes 
linéaires avec peu d'équations et d'inconnues. 

En calculant explicitement les coefficients de Fourier de 

[X 2 , 92, Xs], [X 2 , <P2, Xb], [X 2 , X5, Xe], 
on explicite la relation ()27|). 
Remarque. On montre que 



X 



28 

7! 



Xl5, 
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suivant les notations de Resnikoff. On peut comparer notre construction à 
celle de Gundlach dans [TU] pp. 241-247. Gundlach doit d'abord construire 
des séries d'Eisenstein tordues par des caractères, de poids (1,1) pour des 
sous-groupes de congruence, ce qui est difficile en général. Notre construction 
est considérablement plus simple, et plus explicite. 

6.3 Polynômes différentiels. 

Soit p G N n . Nous posons : 

D ■= & 

p -- {d Zl )^...{dz n y^ 

où \p\ := pi H Yp n . 

Définition. Un polynôme différentiel D d'ordre < a, agissant sur l'espace des 
fonctions holomorphes sur Ti, n , est par définition un opérateur de la forme : 

DX=Y,az*H(D e jlX)) h ®, (28) 
(X,h) pel 

où toutes les sommes et produits sont finis, X est un sous-ensemble fini de 
N n , h une fonction X — » N, la somme sur les (X, h) porte sur des ensembles X 
tels que pour tout p G X on a \p\ < a, les aj^ sont des nombres complexes. 

Soit T un groupe modulaire de Hilbert. Nous nous intéressons ici aux 
polynômes différentiels D ayant la propriété que D(M L (T)) C Mg(T), pour 
r, s G N n . Nous commençons par un lemme élémentaire. 

Lemme 14 Soit F G Mf(T), soit p un élément de N n tel que \p\ > 1. Alors 
il existe un entier s G Z tel que : 

DpF = F S (VF + $F), 

où T> est un polynôme différentiel qui est une composition de multiples d'opé- 
rateurs différentiels IL,, A^, (X, Y) i— > [X, Y]i- avec i,k G {1, . . . , n} agissant 
sur F, et $X est l'image de F par un polynôme différentiel d'ordre < \p\. 
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Démonstration. Nous commençons par écrire : 

1 d 2 F 
Y[ F = f F— — ^ 

A F 1 p d 2 F 

%,k (27ri) 2 dzidzj 

1 s d s+2 F 
[F,[F,...[F,A hk F} lks ...} lk2 } lki = ( 27ci y +2 FS dzki ... dzksdZtdZi +--- 

[F,[F,...[F,n i F] 1< ...] 1 J lj = + 

où les symboles + ■ • • désignent la présence de termes qui sont des polynômes 
différentiels d'ordre inférieur, évalués en F. Le lemme El est démontré en 
explicitant l'expression de D p F dans les formules ci-dessus. 

Remarque. Si n = 1 et F G Mfc(SL 2 (Z)), alors en posant : 
G 1 F := [F, [F,F] 2 ]x et G S (F) := [F,G S ^F} U 
on a que G S (F) est une forme modulaire telle que 

G F = cF s+2 - - + ■•■ 

s dz°+ 2 + ' 

où c est une constante dépendant de k et s. 

Rankin a montré que tout polynôme différentiel D tel que 

£>(M r (SL 2 (Z))) c M S (SL 2 (Z)), 

a la propriété que DF appartient à C(F)[[F, F] 4 , Gif, G 2 f, ■ ■ ■}■ Nous généra- 
lisons son résultat, suivant Resnikoff [2T] . 

Lemme 15 «SW F G M/(T) une forme modulaire non nulle. Soit D un 
polynôme différentiel non nul, ayant la propriété que DF G MtfT), pour t G 
W 1 . Alors DF est un polynôme à coefficients dans C(F), en des compositions 
de multiples d'opérateurs différentiels X i— > [X, X\^,X \— > (X) 2 . +2 ., (X, Y) i— ► 
[X, Y] 2 . agissant sur F. 
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Démonstration. On a l'écriture (|28|) : on peut appliquer le lemme fT^l No- 
tons T>g_ un opérateur différentiel T> obtenu par application de ce lemme, 
associé au monôme différentiel Dg_. On a : 

DF = Y, a ^W D L F ) K - 

(X,h) £6J 



où toutes les sommes et produits sont finies, une somme est indexée sur des 
couples (J7", k : J — » N), les symboles s désignent des fonctions Z — » Z, et le 
produit ]^ est indexé par les p G J tels que |p| > 1, le produit Y]° est indexé 
par les p G J tels que [p| = 1. Noter que si \p\ = 1, alors il existe j tel que : 

dF 

Les termes monômiaux donnés par les produits F s Yyj son ^ tous des formes 
modulaires, disons de poids d{J, s). On a, pour 7 = ( ) G Y : 



c d 



/,r ' -nz)-(^) - 



Nous pouvons supposer qu'au moins un parmi les coefficients b j^, s soit non 
nul. D'après cette identité, on voit que pour J', k, s tels que le coefficient 
bj,k,s est non nul : 

b 

t = d{J,k,s) +J2(k(p)L + 2 o)- 

On en déduit que pour z G TC n fixé, les fonctions r — » C : 

k( P ) 



f[(^^-F(z) + D p F(z)] 
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et 1 sont C-linéairement dépendantes. En d'autres termes, l'image de la fonc- 
tion R : r — > C n définie par : 



7 



ab\ ( /ici f n c v 



cdj \c\Zi + d\ c n z n + d r , 



est contenue dans une sous- variété algébrique propre de C n . 

Nous montrons maintenant que cela n'est pas possible : ceci nous donnera 
que k(p) = pour tout p, et la fin de la démonstration du lemme. 

L'image de R est fermée (au sens de Zariski) dans C n si et seulement si 



z l + §7 Z n + 



dn 



7er 



l'est (nous avons vu que Y\ i fi ^ : lemme EJ), c'est-à-dire si et seulement si 



d± d n 



7er 



est fermée. Or, on voit sans difficulté que cet ensemble est dense dans M n 
pour la topologie euclidienne. 

Corollaire 1 Supposons que n = 2. Soit D un polynôme différentiel non 
nul d'ordre < 2, et de degré minimal avec la propriété que pour une forme 
modulaire de Hilbert non constante de poids parallèle F on ait DF = 0. 
alors il existe un opérateur différentiel non nul EX G C[X, AX, TIX], tel que 
EF = 0. 



Démonstration. D'après le lemme ITol DF G C( y F)[AF,U 1 F,U 2 F], car l'or- 
dre de D étant < 2, il ne peut pas y avoir de terme faisant intervenir les 
crochets (X, Y) \— > [X, Y]^ dans toute expression de D. Écrivons donc : 

DF= c x ^ t F x (AF)y(n 1 Fy(n 2 F) t , 

(i,i/,2,()eZxN 3 

et supposons F de poids parallèle /. Le poids de F x (AF) y (Jl 1 F) z (Jl2F) t 
est (fx + (2/ + 2)y + 2f(z + t))l + 4 x z + 4 2 t. D'après le lemme El tous 
les monômes F x (AF) y (IliF) z (n 2 -F)* sont non nuls. Il est alors clair que s'il 
existe (x, y,z,t) G Z x N 3 avec Cx >y , z ,t 7^ et z ^ t, alors une puissance non 
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nulle et positive de II! F (ou de n 2 F) divise DF de telle sorte qu'on puisse 
écrire : 

DF = (ILF) S c w Fa: ( Ai7 y( nF )* = (N-iF) s F w EF, 

(x,y,z)£ZxN 2 

avec EF G C[F, AF, IIF] non nul. Le corollaire est démontré. 

6.4 Equations différentielles ayant des solutions mo- 
dulaires. 

Dans ce sous-paragraphe, nous supposons [K : Q] =2. Nous commençons 
par un lemme technique élémentaire, qui sera utilisé dans la suite. 

Lemme 16 Les opérateurs différentiels 

X ^cUX -(AX) 2 , X^[X,UX] U , X^[X,AX] U , X ^ [X^X^ 

avec cGC, n'annulent aucune forme modulaire non constante. 

Esquisse de démonstration. Nous faisons seulement une partie des dé- 
monstrations. Nous commençons par donner les formules explicites décrivant 
l'action de ces opérateurs sur les séries de Fourier. Soient F, G deux formes 
modulaires de poids f et g, de séries de Fourier : 

— a v exp{27rit(z/z)}, G(z) — b v exp{27rit(zAz)}. 

veo* K+ u{o} ueo* K+ u{o} 

On a : 

TliF = ^ exp{27rit(r^)} ^ «^(/^G") 2 ~ (/* + 1 ) or i( z/ / u )) ; 



AF = ^ exp{2vrit(r^)} ^ a i ,a (ti (n(//) - ufi'), 
Uf = exp{27rit(r^)} x 

x ^2 a a af3a^a s (fia 2 - (f\ + l)/5«)(/ 2 7 2 - (h + 1)^7) > 

a-\-(3+j-\-ô=T 

i F > G k = exp{27rit(r^)} (9i<n(v) ~ fMriWbp, (29) 
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où les sommes son ^ indexées par des éléments de 0* K + U {0}. Certaines 
parties du lemme se démontrent bien en utilisant ces formules. Pour d'autres 
parties, c'est mieux d'appliquer l'hypothèse de modularité. 

(1) . Pour simplifier, nous supposons que F est une forme parabolique. Si F 
est non nulle, alors il existe un plus petit entier m > tel que pour quelques 
v G 0* K + avec t{y) = m on ait a v ^ 0. On peut supposer que le nombre 
réel positif cxi(z/) soit le plus grand possible avec cette propriété. On trouve 
alors que le coefficient de exp{27rit(4t/z)} dans la série de Fourier de IIF est 
égal à n(u) 2 al ^ 0, et pour tout \i G 0* K + de trace < t(4z/), le coefficient de 
exp{27rit(/xz)} dans la série de Fourier de HF est nul. 

Mais le choix de v implique que le coefficient de exp{27rit(2z/^)} dans 
la série de Fourier de AF, est nul (car égal à a^(n(i/) — vi/)), et pour tout 
H G 0* K , de trace < t(2i/), le coefficient de exp{27rit(yU^)} dans la série de 
Fourier de AF est nul. Si c ^ on en déduit que a v = 0, une contradiction. 
Donc c = 0, et nous sommes ramenés au cas (1) du lemme ITT1 

(2) . Commençons par considérer F, G non nulles, telles que [F, G]^ = 0. 
Supposons pour simplifier qu'elles soient toutes deux paraboliques. Il existe 
z/, [i G 0* K+ , de trace minimale, <7i(z/), cri(/i) plus grands possibles, avec la 
propriété que a u et soient non nuls. Pour r = v + fi, on trouve que le 
coefficient de Fourier de [F, G]i t associé à r est égal à (^cr^z/) — fi&idi^avb^. 
Il faut donc que gi<7i(u) — /^(/i) = 0. 

Posons G = UF : nous savons que G ^0. Alors b^ v = a^z/ 4 est non nul, 
et // = Av est de trace minimale avec cette propriété. Donc gi = 4/j, ce qui 
est impossible, car G est une forme modulaire de poids g = Af + 4. 

(3) . Pour montrer que [F, AF]\ t ne peut pas s'annuler sur Mf(T), il suffit de 

d (AF) fi 

montrer que — — ^„ ^ : on utilise la modularité de F pour montrer que 

ozi F l ' i+l 

c'est le cas. 

(4) . Les formes modulaires F et G = UiF sont non nulles et leur poids / et 
g satisfont / G" Q x g- D'après le lemme HH (3), la forme modulaire [F, G}^ ne 
peut pas être nulle. Nous laissons au lecteur le soin de compléter les autres 
parties de la démonstration du lemme 

Proposition 4 Soit F une forme modulaire de Hilbert symétrique de poids 
r, annulant un polynôme différentiel non nul d'ordre < 2. Alors la forme 
modulaire TF : 

TF = [F, A-Fjij [F, ILF] l2 - [F, AF] l2 [F, nF] Xl (30) 
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est nulle. 

Démonstration. Soit F une forme modulaire symétrique : son poids r est 
parallèle. Soit D un opérateur différentiel d'ordre < 2 s'annulant en F. Le 
corollaire ^ implique qu'il existe un opérateur différentiel E tel que EX G 
C[X,AX, ILY], et 

EF = Y^ CiF h (Ai 7 ? 2 (IIF) i3 = 0, (31) 

i 

où la somme est finie, et porte sur des triplets i d'entiers positifs ou nuls. 

Naturellement, le polynôme EF est isobare, et on a iir+(2i 2 +4:i 3 )(r+l) = 
s pour tout i. On voit aussi que EX doit avoir tous ses degrés partiels non 
nuls. En effet, si EX n'a qu'un seul degré partiel non nul, on rencontre une 
contradiction avec le lemme [Toi 

Si EX a seulement deux degrés partiels non nuls, on procède de la même 
façon. Si par exemple EX ne dépend pas de X, alors : 




et on est ramené à résoudre l'équation différentielle UF = c(AF) 2 , qui n'a 
pas de solutions modulaires autres que la solution nulle, d'après le lemme ITïïl 
Donc EX a tous ses degrés partiels non nuls. On peut reformuler (|ÏÏT|) 
ainsi : les fonctions 

AF UF 

a ~ p{2r+2)/r ' " ~~ _p(4r+4)/r 

sont algébriquement dépendantes sur C. 

Ceci implique que a, (3 sont analytiquement dépendantes : a A (3 = 0. 
Mais cette condition n'est qu'une réécriture de (jïïUj) : on voit que a A (3 = 
(j.p(6r+6)/r^-ijj e -j. rpp _ r p^u^ pour une forme modulaire H, d'où TF = 

si et seulement si H = si et seulement si a A (3 = 0. La proposition H] est 
démontrée. 

On remarque que TF est antisymétrique et divisible par F 2 . Pour voir 
ceci on utilise les techniques de preuve de la première partie de la proposition 
El Pour K = Q(Vo), le théorème El implique que (Ty^)^ 2 es t un multiple 
non nul de XsX '■ on trouve (T( / 9 2 )v J 2 2 = 2 11 • 3 3 • 5 • 7 _1 XsX- 
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Corollaire 2 Si f est une forme modulaire symétrique qui n'annule pas 
l'opérateur différentiel T défini par i3(J\) . alors F,AF,UiF et U 2 F sont algé- 
briquement indépendantes sur C, et donc F,AF et UF sont aussi algébri- 
quement indépendantes. 

Dans le cas où K = Q(v / 5), un calcul numérique explicite sur la série 
de Fourier de (p 2 permet de vérifier que <p 2 ne satisfait pas (jïïU|) . Donc ip 2 
ne satisfait aucune équation différentielle d'ordre < 2, et (p 2 , xe, Xs son t 
algébriquement indépendantes. Dans le cas général, nous pouvons utiliser 
la proposition suivante. 

Proposition 5 Soit F une forme modulaire symétrique, soit 
F(z)=ao+ a v exp{27rit(z/^)} 

son développement en série de Fourier à l'infini. Supposons qu'il existe au 
moins deux éléments distincts u, fi G 0* K+ , de trace minimale avec la pro- 
priété que a Vl a^ ^ 0. Alors TF, définie par A3U\) . est non nulle. 

Démonstration. Supposons pour simplifier que F n'est pas une forme para- 
bolique, et n'est pas constante. On calcule explicitement le développement 
en série de Fourier de TF. Posons G = AF, H = UF : ce sont des formes 
modulaires de poids parallèle g et h. Écrivons les séries de Fourier de G, H 
comme suit : 

G(jù = b v exp{2irit(isz)}, H(z) = c u exp{27rit(z/^)}. 

Si on écrit : 



{TF){z)= s v exp{2mt(uz)}, 



en utilisant (f2T?j) on trouve que 



ou 



S u — ^ ^ t a p^^(X a CL^bpCj^ 



o-i((f) 02(5) \ / en (a) 0-2(7) 1 

t a ,i3,i,5 = 9det[ )+hdet[ + 



+fdet 



Cri(6) 0- 2 (S) 
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Soient /i, v comme dans les hypothèses. Soit / = t(/x) = t(u) > 0. Les 
hypothèses de la proposition impliquent qu'on peut choisir l minimal, /x, v de 
telle sorte que £(V) soient dans le segment 

{S(r) avec t(r) = /}, 

la distance entre £(//) et soit la plus petite possible, et <Ji(/i) soit le plus 
grand possible : on voit alors que /i, v sont Q-linéairement indépendants. 

Cette condition de minimalité impose une écriture plus simple pour cer- 
tains coefficients s u . En effet, si (3, ô 7^ 0, on vérifie que bp 7^ implique 
t(/3) > l et c<5 7^ implique t(<5) > 2/ (se souvenir que a 7^ 0). 

SiT = 2/j + i/onaT = a + /3 + 7 + 5et a^a^bpCs 7^ si et seulement si 
a = j = 0, p = u, ô = 2/i, ou a = 7 = 0, Ç3 = /i, 5 = v + fi, et : 

s T = r5t^(<Ti(i/)<T 2 (^)-<Ti(^)a- 2 (i/))(26 I/ C2^-6 M c^ fI/ ). 

Les coefficients b u ,c 2 ^,b^,c^ +u peuvent se calculer explicitement en fonction 
de a M , a u grâce à la condition de minimalité de l. On trouve 

s v = r A f n{n)al{a 1 {v)a 2 {^) - a 1 {^)a 2 {v)fa 2 ^a v . 

Cette quantité ne peut pas s'annuler si ry 7^ 0, car u, \i sont Q-linéairement 
indépendants. En particulier si non nulles, les séries E r <& satisfont les condi- 
tions de la proposition. 

La démonstration dans le cas où / est une forme parabolique est similaire, 
nous la laissons au lecteur. 

Question. Y a-t-il une forme modulaire non nulle annulant \'3b}) ? 

On voit que toute série d'Eisenstein non nulle satisfait les hypothèses de 
la proposition On en déduit : 

Théorème 4 L'anneau C[E 2 , AE 2 , HE 2 ] a un degré de transcendance 3 sur 
C. 

Comme le degré de transcendance du corps Fq(T) des fonctions modulaires 
de poids est 2, on trouve que la clôture algébrique du corps de fractions de 
l'anneau 

T(r) = 0M r (r) 

r 

des formes modulaires de poids parallèle est de degré de transcendance 3. 
Ainsi, quatre formes modulaires de Hilbert de poids parallèles sont toujours 
algébriquement dépendantes. 
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Corollaire 3 Pour tout corps quadratique réel K, il existe trois formes mod- 
ulaires de Hilbert pour T K , symétriques et algébriquement indépendantes, de 
poids parallèle 2, 6, 10, et une forme modulaire antisymétrique de poids 20. 

Démonstration. Si F est une forme modulaire de Hilbert de poids r = 

$F := (TIF - (n + l)(r 2 + 1)(AF) 2 )F- 1 

est une forme modulaire de Hilbert de poids 3r + 4 qui est non nulle d'après 
le lemme [Tïïl (dans l'expression explicite de UF — (ri + l)(r 2 + 1)(AF) 2 , tous 
les termes sont des produits de F et de fonctions holomorphes sur H 2 ). En 
particulier, QE 2 est une forme modulaire non nulle de poids 10. 

D'après le corollaire |2l les formes modulaires F = E 2 ,G = AE 2 et UE 2 
sont algébriquement indépendantes, de poids parallèles 2, 6, 12, et sont aussi 
clairement symétriques. Donc la forme modulaire H = §E 2 est symétrique 
de poids 10 et F, G, H sont algébriquement indépendantes. 

La proposition implique l'existence d'une forme modulaire non nulle 
M, de poids 20. Cette forme modulaire est antisymétrique, car F, G, H sont 
symétriques. 

Remarque. Soit Tq = l'anneau engendré par les formes modulaires de 

Hilbert symétriques de poids pair associées à T, soit l'idéal de % engendré 
par toutes les formes modulaires de Hilbert F telles que F\^ 2 = 0. Si le 
discriminant de K est une somme de deux carrés, et si V est principal, 
alors Tq est engendré par F, G et un générateur de V (cf. [TQJ ) . Ici, nous ne 
pouvons pas démontrer que T = C[F, G, H], mais seulement que H ET. 
En effet, (A_E , 2 )|s 2 es t parabolique de poids 12, donc proportionnelle à A. 
De même, n 1 £7 2 |s 2 5 ^2^2^ sont proportionnelles à A, ce qui implique que 
¥E 2 := UE 2 - 9(AE 2 ) 2 satisfait (^E 2 )\s 2 = AA 2 avec A G C. La constante 
de proportionnalité À est nulle, car &E 2 = E 2 &E 2 , donc E^z(§E 2 )\ S2 = 
ÀA 2 , mais il n'existe pas de forme parabolique non nulle de poids 10 pour 
SLa(Z). Donc H = &E 2 G «p. 

Le corollaire El généralise le théorème 4.1 p. 507 de [TT] : de plus, la 
méthode utilisée dans [TT] (étude de plongements modulaires d'Igusa) ne dé- 
tecte pas de forme modulaire antisymétrique non nulle de poids 20. Noter de 
plus qu'en général, M 2 g C[F, G, H}. 
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6.5 L'anneau des formes modulaires de tout poids pour 
T, et sa clôture algébrique. 

Nous avons explicité un lien entre les propriétés différentielles de formes 
modulaires et la structure des anneaux des formes modulaires de poids par- 
allèle. Nous avons un anneau : 

£ = 0M r (r), 

r 

et nous nous demandons si les propriétés différentielles des formes modulaires 
de poids parallèle permettent de décrire sa structure. 

Lemme 17 L'anneau £ n'est pas de type fini. 

Esquisse de démonstration. On représente les espaces vectoriels non-nuls 
de formes modulaires de poids (a, b) G Z 2 comme des points de M 2 : nous 
construisons ainsi un ensemble discret £ contenu dans le premier quadrant. 

Si l'anneau C est de type fini, alors £ est contenu dans un cône d'angle 
au sommet < tt/2, car il n'y a pas de formes modulaires non nulles, de poids 
(0, a) ou (6, 0). L'action des opérateurs Ilj induit des applications £ — > N 2 . 
Aucune de ces applications n'a son image contenue dans un cône d'angle au 
sommet < 7r/2 : C n'est donc pas un anneau de type fini. 

On revient aux processus de construction de formes modulaires. Nous 
en avons pour construire des formes modulaires de poids parallèle ex-novo : 
séries d'Eisenstein, fonctions thêta. 

Pour construire des formes modulaires de poids non parallèle, nous ne 
connaissons jusqu'à ici que des méthodes différentielles : application des 
opérateurs Ilj, Aj fc , (X, Y) \— > [X,Y]i v ... à des formes modulaires de poids 
parallèle. Les formules de traces de [22| peuvent être aussi utilisées. 

Voici une question liée à ce problème : posons K = Q(y/E). On voit qu'il 
n'y a pas de formes modulaires de Hilbert de poids non parallèle (a, b) avec 
a + b < 12. Nous avons M§ = (ip^, Xe)- Nous voulons construire explicitement 
des bases de M( aj &) avec a + b = 12 et a ^ b. 

Par exemple, M( 8 ,4) contient UiE 2 qui est non nul, et la dimension de cet 
espace est 1 : nous en avons une base. 

Les opérateurs différentiels que nous avons introduit ne permettent pas 
de calculer des formes modulaires non nulles dans M( 0) &) avec 

(a, 6) £{(8, 4), (6, 6), (4, 8)}, 
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à partir de formes modulaires de poids parallèle : a priori la seule chose que 
l'on puisse dire est que ces espaces sont de dimension au plus 1. 

Nous savons que si / est une forme modulaire non nulle dans un de ces 
espaces, elle doit satisfaire une certaine équation différentielle. Dans chaque 
cas, on peut construire son développement en série de Fourier, montrer que 
sa restriction à H 2 n'est pas un multiple de A, et finalement démontrer que 
pour a + b = 12 et (a, b) <£ {(8, 4), (6, 6), (4, 8)}, alors M {a>b) = {0}. 

L'anneau L est-il engendré par l'image de T par application itérée de tous 
les opérateurs différentiels IL, A^, (X, Y) \— > [X, Y]i t , ... ? 

La réponse à cette question est non. Les formules des traces d'opérateurs 
de Hecke permettent de construire des algorithmes de calcul de la dimension 
d'espaces de formes modulaires de poids non parallèle (cf. J22j, et les algo- 
rithmes de calcul développés dans |20j). Par exemple, en utilisant la propo- 
sition 2.7 de [201, on peut montrer que S^ 2 )(T) est de dimension > 1. Il 
est facile de montrer que SVu^) ne peut pas contenir l'image d'un opérateur 
différentiel défini sur un espace vectoriel de formes modulaires. 

Des bases d'espaces de formes modulaires Sua peuvent être calculées 
explicitement par les formules de traces (cf. |2*0]). mais pas par application 
d'opérateurs différentiels sur des formes modulaires de poids parallèle. 

Posons : 

T 1 dE 2 1 dE 2 1 d 2 E 2 1 d 2 E 2 1 d 2 E 2 
°~ [ 21 27Ï9V 27Î3V (2vri) 2 dz x dz 2 (27ri) 2 dz\ ' (2vri) 2 dz\ _ ' 

Cet anneau n'est pas stable pour les opérateurs de dérivation (2Ti\)~ x {djdz) 
et (27fi)~ 1 (d/dz'), mais les propriétés différentielles des formes modulaires 
permettent d'obtenir : 

Théorème 5 La clôture algébrique B du corps des fractions de Ai , munie 
des opérateurs de dérivation (27ri)~ 1 (d/dz) et (27ti)~ l (d/dz') , est un corps 
différentiel qui est de degré de transcendance 6 sur C. Si K = Q(v / 5) ; alors 
l 'anneau 

M = Mofà 1 , Xs 1 : [<P2, Xs]^ 1 , [<P2, Xs]^ 1 ]) 

muni des opérateurs de dérivation (2iri)~ l (d/dz) et (2ni)~ 1 (d/dz') ) est un 
anneau différentiel qui est isomorphe à un quotient de l'anneau de polynômes 
C[Xi, . . . , X\o] par un idéal premier de hauteur algébrique 4. 
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Démonstration. Les propositions 0] et impliquent que les fonctions : 



2%i dz\ ' 27ri <9z 2 ' 
1 d 2 E 2 1 <9 2 ff 2 _ 1 d 2 E 2 



(27ri) 2 azi dz 2 ' 1 (27Ti) 2 dzj ' (2vri) 2 .fe 2 

sont algébriquement indépendantes sur C. Donc le degré de transcendance 
de B est au moins 6. 
Posons : 



1 d 3 E 2 1 d 3 E 2 1 d 3 E 2 1 d 3 E 2 

{2mf dz 3 ' 2 {2mf Ôz 3 ' 1 (2vri) 3 dz\dz 2 ' 2 (27ri) 3 d^z 2 



On calcule les formes modulaires [E 2 ,YliE 2 }i. pour z,j = 1,2, qui sont non 
nulles d'après le lemme ITïïl On trouve : 

[ J B 2 ,n 2J B 2 ] li = A{B 2 X 2 -T^X + W^Y^-XZ)) 

= AB 2 X 2 + B 2 
[E^E^ = A(B 1 X 2 -T 1 Y 2 X + 3Y 1 (Y 2 Y 1 -XZ)) 

= AB l X 2 + B 1 
[E^E^ = A(QY 3 -QT l XY 1 + A 1 X 2 ) 

= AA X X 2 + A! 
[E 2 ,U 2 E 2 ] l2 = A(6Y 3 -6T 2 XY 2 + A 2 X 2 ) 

= AA 2 X 2 + A 2 , 

avec A4, Bi G C[X, Yi, . . . , T 2 ]. Ces formes modulaires sont de poids (8, 10), 
(10, 8), (12, 6) et (6,12) respectivement. De ces formes modulaires on con- 
struit des formes modulaires de poids parallèle non nulles : 

[E 2 ,U 1 E 2 ]l 2 Il 2 E 2 ,[E 2 ,Il 2 E 2 \ l2 [E 2 ,IliE 2 } l2 IliE 2 G 

[E^U^liU.E^^E^E^l^E,) 3 G S M 

On déduit que les fonctions A 1 ,A 2 ,Bi,B 2 se trouvent chacune dans une 
extension quadratique de 

r(r) [x, x-\ y u ..., t 2 , (n^r 1 , (n 2J e 2 )- 1 ]. 
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Mais la clôture algébrique du corps de fractions de cet l'anneau est égale à 
la clôture algébrique de C(X, Yi, . . . , T 2 ) ( 9 ). Ceci prouve que Ai, A 2 , Bi, B 2 
sont algébriques sur C(X, Yi, . . . , T 2 ). 

Supposons maintenant que K = Q(v / 5), et démontrons les propriétés de 
l'anneau Ai. L'anneau Aii engendré par toutes les dérivées partielles de la 
fonction ip 2 est différent iellement stable. Cet anneau contient x& et x\i car il 
contient Aio qui contient à son tour x& et x\ d'après le théorème El (ce sont 
des images de <p 2 par des opérateurs différentiels d'ordre 2). Donc toutes les 
dérivées partielles de toutes les formes modulaires symétriques de poids pairs 
appartiennent à Aii- 

Comme X15 est proportionnelle à X5 1 [v 9 2, xh Xe), on trouve aussi que 
toutes les dérivées partielles de toutes les formes modulaires de poids par- 
allèle appartiennent à -Mifxs X ] ( n suffit d'appliquer le théorème |ÏÏJ). Donc 
toutes les dérivées partielles de Xb 1 appartiennent à Aii[x§ x ] et il en résulte 
que cet anneau est différentiellement stable. 

Passons à l'étude de l'anneau Ai. On a que Ai D .Mofxâ ]j e ^ ce dernier 
anneau contient toutes les formes modulaires de poids parallèle, comme l'on 
a déjà remarqué. 

Montrons maintenant que .Milxs 1 ] C Al. Il suffit de démontrer que 
Ai,A 2 ,Bi,B 2 G Ai : nous montrons ici seulement que Ai,B x G Ai. On 
a que [<p 2 , ni^ 2 ]i 1 [<f2, Xs]i 2 es ^ une forme parabolique non nulle de poids par- 
allèle 33, et que [<p 2 , ili<y9 2 ]i 1 [<p 2 , Xs]i 2 est une forme parabolique non nulle de 
poids parallèle 17. Comme 

[<P2, IIi^i! = kplA x + P, [<p 2 , ni^ 2 ] 2l = ^\B X + Q 

avec P,Q G Aio, et comme Ai contient toutes les formes modulaires de poids 
parallèle, nous obtenons Aii[x^ x ] C Ai. Comme Ai contient aussi toutes les 

9 Noter qu'il y a bien plus de relations. Par exemple : 

[i? 2 ,n2-E 2 ] ll [£ ; 2,n 1 iJ2] l2 s Sis 

[E2, ïliE 2 ] ll [E 2 , n 2 -E2]i 2 G Sis 

[E2, n 2 i?2]i i ni_E2, [E 2 , UiE 2 ] ll [E 2 , ïl2E2] ll [E 2 , E 2 ] 42 £ S21 

[E 2 ,UiE 2 ] li [E 2 ,IliE 2 } l2 (JI 2 E 2 )' 2 G S30 

[E 2 ,U2E 2 ] l2 [E 2 ,n 2 E 2 \ 2i (U 1 E 2 )' 2 £ S30 

Toutes ces relations ci-dessus sont redondantes : il y a donc des relations qui sont satisfaites 
par les formes modulaires de poids parallèle dans S f g r (r), indépendantes de K. 
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dérivées partielles de ip^ 1 , X5 , [f2, Xslïi e ^ [y?2, Xs]^ 1 ; -M es * différent iellement 
stable. 

L'anneau M. est clairement un quotient de C[Xl, . . . , X w ] par un idéal de 
rélations X. De plus, comme M. est un anneau de fonctions méromorphes, il 
n'a pas de diviseurs de zéro, et donc X est un idéal premier. Comme le degré 
de transcendance de B est 6, l'idéal X a hauteur 4 ( 10 ). 

La preuve du théorème est terminée. On montre aussi que la clôture 
algébrique du corps engendré par toutes les dérivées partielles de fonctions 
modulaires de poids est de degré de transcendance 6. 

Remarque. Connaissant la structure de l'anneau de formes modulaires de 
poids parallèle pour un certain groupe modulaire de Hilbert T, on peut décrire 
les relations algébriques liant les fonctions Ai, Bj. Naturellement, ces relations 
sont en général très compliquées. Attention : le corps B n'est pas la clôture 
algébrique du corps des fractions de l'anneau £ des formes modulaires de 
tout poids. On a la proposition qui suit. 

Proposition 6 Cinq formes modulaires de Hilbert sont toujours algébri- 
quement dépendantes. Il existe quatre formes modulaires de Hilbert algébri- 
quement indépendantes. 

Démonstration. Le théorème 0] implique qu'il existe trois formes modu- 
laires de poids parallèles et algébriquement indépendantes. De plus, on peut 
facilement vérifier que si X est une forme modulaire de Hilbert de poids non 
parallèle non nulle, et si F est une forme modulaire de Hilbert de poids par- 
allèle non constante, alors F, X sont algébriquement indépendantes. Dans 
ce texte nous avons construit plusieurs formes modulaires de Hilbert non 
constantes, de poids non parallèle. Ainsi, on peut toujours construire quatre 
formes modulaires de Hilbert algébriquement indépendantes. 

Soient maintenant F, G, H, X, Y cinq formes modulaires non constantes, 
avec F, G, H de poids parallèle f,g,h et X,Y de poids non parallèles x, y. 
Supposons que F, G, H soient algébriquement indépendantes, et que X, Y 
soient aussi algébriquement indépendantes : on a aussi que F, G, H, X sont 
algébriquement indépendantes, et que F, G, H, Y sont algébriquement indé- 
pendantes. Si x G Q x y, alors il existe deux entiers a, b tels que X a /Y b soit 
une fonction modulaire Q de poids parallèle 0, non constante. Mais Q est un 

10 Pour des applications envisagéables de ce théorème, il convient de remarquer que 
M. est un anneau de Cohen-Macaulay, puisque X est clairement un idéal d'intersection 
complète. Les rélations définissant X peuvent être explicitées, mais elles sont assez com- 
pliquées. 
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quotient de deux formes modulaires de poids parallèles, donc Q G C(F, G, H), 
et F, G, H, X, Y sont algébriquement dépendantes. Supposons maintenant 
que x G" Q x y : donc les vecteurs x et y sont Q-linéairement indépendants. Il 
existe une combinaison linéaire ax+by G (Z— {0})1, avec a, b G Z, et la forme 
modulaire X a Y b est une forme modulaire non constante P de poids parallèle. 
Nous avons déjà remarqué que quatre formes modulaires de Hilbert sont 
toujours algébriquement dépendantes, donc F, G, H, P sont algébriquement 
dépendantes et on a aussi dans ce cas que F, G, H, X, Y sont algébriquement 
dépendantes. 

Nous laissons au lecteur le soin de compléter la démonstration de cette 
proposition dans le cas général où F, G, H n'ont pas nécessairement de poids 
parallèles, en utilisant ce qui précède. 
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